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本 书 将 椭 贺 型 方程 与 抛物 型 方程 这 两 个 偏 微分 方程 领域 的 重要 分 支 融 
为 一 体 , 涵盖 了 这 两 类 方程 有 关 的 基本 理论 和 基本 方法 ， 既 突出 了 两 者 的 
共性 ， 又 揭示 了 其 各 自 的 特性 ， 使 读者 在 联系 和 对 比 当 中 能 更 有 效 地 同时 
人 掌握 这 两 类 方程 的 有 关 知 识 . 

本 书 可 供 从 事 偏 微分 方程 领域 研究 的 学 者 和 工作 者 参考 研 
究 ， 也 可 作为 本 专业 研究 生 和 教材 和 参考 书 . 
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《现代 数学 基础 从 书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作用 . 
许多 成 就 卓著 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 没 取 营 
养 ， 获 得 教 益 ， 

° 20 世纪 70 年 代 后 期 ， 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 尘 
支 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 , 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 着 ， 1978 
年 以 后 , 我 国 硼 年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 .当时 他 们 的 参考 书籍 
大 多 还 是 和 年 代 甚 至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆续 推出 了 多 套数 学 丛书， 
其 中 尤 以 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 欠 书 》 更 为 突出 ， 
前 者 出 版 约 40 卷 ， 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 其 高 ， 影 响 瞩 大 ， 对 我 国 数学 研究 、 
交流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 ， 针 对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 . 既 注 意 该 领 
域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ， 力 求 深入 浅 出 ， 简 明 扼要 ， 注 重创 新 - 

近年 来 ， 数 学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 深 
入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希 刻 这 套 欠 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 到 应 
用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 ， 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 ， 编 辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获 得 了 广大 读者 的 喜爱 - 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 . 


杨 R 
2003 年 8 月 
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椭圆 型 方程 与 抛物 型 方程 是 偏 微分 方程 领域 内 的 两 个 重要 分 支 。 在 许多 实际 
应 用 中 , 这 两 类 方程 往往 同时 出 现 , 历史 上 这 两 类 方程 的 理论 几乎 是 平行 发 展 的 . 
迄今 分 别论 述 这 本 类 方程 的 著作 已 经 很 多 ， 熟 知 的 有 O. A. Ladyšenskaja, H. H. 
Ural'cevalll 和 D. Gilbarg, N. 8. Teuqinger 四 关于 椭圆 型 方程 的 著作 ， 以 及 O. 
A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov, H. H. Ural’cevaldl, A. Friedmanfdl 和 G. M. 
Lieberman! 关于 拐 物 型 方程 的 著作 ， 国 内 则 有 陈 亚 浙 、 吴 兰 成 图 qg a (I 
等 人 的 著作 .. 然而 ， 将 两 类 方程 融 台 在 一 起 的 著作 则 很 少见 。 O. A. Oieinik 和 E. 
V. Radkeviél8] 关于 具 非 负 特 征 形式 的 二 阶 微分 方程 的 著作 虽然 既 洱 盖 了 棋 回 型 方 
程 ， 又 涵盖 了 摔 物 型 方程 ,其 至 涵盖 了 退化 抛物 型 方程 ,但 那 是 把 空间 变量 z 和 时 
间 变 量 t 平等 对 等 ， 视 抛 物 弄 方程 为 退化 的 椭圆 型 方程 ， 而 着 眼 于 它们 的 共性 . 由 
于 省 盖 面 趟 宽 ， 共 性 的 部 分 就 必然 越 少 ， 书 中 不 可 能 涉及 两 类 方程 各 自 的 理论 和 方 
法 .我 们 从 自己 的 教学 和 科研 实践 中 感到 很 有 必要 编纂 一 本 融 两 类 方程 于 一 体 , 酒 
盖 有 关 的 基本 理论 和 基本 方法 的 书籍 . 本 书 就 是 按照 这 种 想法 作出 的 一 种 尝试 , E 
是 根据 作者 在 吉林 大 学 为 偏 微分 方程 方向 的 研究 生 所 开课 程 的 讲义 整理 而 成 的 . 
我 们 的 设想 是 , 这 样 一 本 书 将 既 有 利于 突出 两 类 方程 的 共性 ， 又 有 利于 揭示 各 自 的 
特性 ， 使 读者 在 联系 和 对 比 当 中 更 有 效 地 同时 掌握 这 两 类 方程 的 有 关 知 识 ， 

我 们 把 这 本 书 定位 于 殿 研 究 生 和 青年 学 者 踏 进 偏 微分 方程 研究 领域 的 入 门 书 ， 
因而 不 打算 对 这 两 类 方程 的 理论 做 全 面 而 完整 的 介绍 . 篇幅 过 大 显然 不 是 我 们 的 初 
囊 ,， 篇幅 过 小 叉 难 以 反映 所 论 领 域 的 基本 面貌 . 我 们 采取 以 典型 方程 为 主 的 叙述 方 
式 ， 首 先 详细 讨 论 典型 方程 ， 然 后 简要 地 讨论 一 般 方程 ， 有 时 对 一 般 方程 甚至 只 是 
简单 地 提 一 下 .这样 做 基 想 避免 由 于 方程 的 形式 过 于 一 般 而 带 来 的 复杂 运算 掩盖 和 
模糊 了 推理 的 精神 实质 . | 

作为 一 本 入 门 书 ， 理 应 在 理论 和 方法 两 方面 都 为 研究 生 和 青年 学 者 提供 必要 
的 准备 . 因此 我 们 始终 不 忘 介绍 关于 两 类 方程 的 基本 理论 结果 ( 虽然 有 时 不 给 出 详 
细 证 明 )， 在 注意 介绍 这 些 理论 结果 的 同时 ， 我 们 力求 使 读者 掌握 更 多 的 方法 和 技 
巧 , 而 不 满足 于 用 一 种 方法 得 到 所 希望 的 结果 . 我 们 认为 掌握 更 多 的 方法 比 了 解 更 
多 的 理论 结果 来 得 重要 . 

全 书 共 分 12 章 。 

在 第 1 章 里 ， 我 们 汇总 了 以 后 各 章 常 常 要 用 到 的 一 些 预 备 知 识 ， 主 要 是 关于 


Sobolev 空间 和 Hëlder 空间 的 基础 知识 . 

第 2 章 到 第 9 章 讨论 线性 方程 第 2 章 和 第 3 章 分 别 讨论 线性 椭 罗 型 方程 和 
线性 抛物 型 方程 的 弱 解 ， 建 立 它们 的 L 理论 . 第 4 章 和 第 5 章 讨 论 弱 解 的 性 质 . 
在 第 4 章 里 ,我们 介绍 两 种 重要 的 方法 ， 妈 De Giorgi EA Moser 1810, JH Ri 
及 典型 方程 ， 并 且 只 用 来 做 弱 解 的 最 大 模 估 计 . 第 5 章 论 述 Harnack PHA, 第 
6 章 和 第 7 章 分 别 建立 线性 椭圆 型 方程 和 线性 白 物 型 方程 的 Schauder 估计 ， 基 于 
这 种 估计 ， 我 们 在 第 8 章 中 证 明了 两 类 方程 古典 解 的 存在 性 . Schauder 估计 的 证 
明 我 们 采用 的 是 Campanato 空间 的 框架 , 它 基 于 如 下 的 重要 事实 ， 即 Hölder 连续 
函数 可 以 用 等 价 的 积分 形式 来 刻 琴 . 这 种 处 理 方法 不 仅 可 以 简化 证 明 ， 而 且 既 适用 
于 二 阶 方程 ,也 适用 于 高 阶 方程 ， 既 可 用 于 方程 式 也 可 用 于 方程 组 . 第 9 章 是 关于 
D 估计 的 论述 。 基 于 这 种 估计， 我 们 讨论 了 正则 性 介 平 弱 解 与 古典 解 之 各 的 强 解 
的 存在 性 

第 10 章 到 第 12 剖 讨 论 拟 线性 方程 .我 们 先后 介绍 了 三 种 方法 ， 即 不 动 点 方 
法 (第 10 章 )， 半 群 方法 (第 11 章 ) 和 拓扑 度 方法 (第 12 章 )， 和 线性 方程 的 傅 
形 一 样 ， 在 这 几 章 里 ， 我 们 也 都 是 主要 针对 上 典型 方程 来 讨论 的 . 

由 于 篇 幅 所 限 ,本 书 完全 没有 关于 椭 图 和 抛物 方程 组 的 讨论 ， 也 没有 论 及 完全 
ERTE. 

限于 作者 的 学 识 和 经 验 ， 本 书 难 免 有 错误 和 不 妥 之 处 如 蒙 赐 教 ， 不胜 感激 . 
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作为 全 书 的 预备 知识 ， 本 章 上 主要 介绍 关于 Sobolev 空间 和 Halder 空间 的 基 
本 理论 ， 为 了 紧缩 篇 幅 ， 大 部 分 结果 没有 给 出 证 明 ， 但 将 指出 有 详细 证 明 的 参考 
书 ， 为 方便 读者 ， 关 于 某 些 Sobolev 空间 中 函数 在 边界 上 的 迹 给 出 了 比较 详细 的 
讨论 . 我 们 假设 读者 了 解 花 函 分 析 的 基本 知识 ; 某 些 需要 用 到 的 结果 将 在 各 章 的 适 
当地 方 加 以 介绍 . 


81.1 常用 不 等 式 和 某 些 基 本 技术 


本 节 介 绍 偏向 分 方程 理论 中 一 些 常用 的 不 等 式 ， 以 及 磨 光 、 切断 、 单 位 分 解 和 
局 部 拉平 等 基本 技术 . 


111 几 个 常用 不 等 式 
Young 不 等 式 设 a>0,b>0,p>19>1 有 +72-l 则 有 


a < + 
p q 
Hi, 35 p=q=2it, Li EX e deb Cauchy TER. 
Be > 0. 在 二 述 不 等 式 中 用 Pa 和 a-1/Pb RE a H b, 可 得 1 1 
# = 的 Young 不 等 式 设 a>0,6>0,6>0.p>1,9>1 有 +i-1. 则 
有 
Eap &-9/phba 
5 1 
特别 地 ， 当 了 = q=2 时 ， 它 变 为 


ab < < Eap + e71 PHs, 


E I 
b< Ža? + —b2 
k <° T | 


称 之 为 带 £ 的 Cauchy + K. 
HCR” 为 一 可 测 集 ， 下 面 是 L 空间 中 的 几 个 最 常用 的 不 等 式 ， 
Hölder 不 等 式 yp l q> l E 5+ =1, # f e LP(0), g e LR), Ri 


fg e (0), Z 


f If(z)g(a)ldz < IFE lu ` laale. 
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特别 地 ， 当 p= 二 9 二 2 h, CER 
Í |f(z)g(a)ldz < fler ` |glzaoy, 


称 之 为 Schwarz 不 等 式 . 
Minkowski 不 等 式 ÉI < p< +o, f,g € L(A), H| f + g 8 rN), E. 


HF + gles < fll + hallere. 


1.1.2 ”IPr 中 的 列 紧 性 

设 0 < R" 为 一 可 测 集 . 

命题 1.1.1 当 1<p<+oo tt, PO) 中 一 集合 为 {相对 ) p] 2 ( Ep 2. K + 
任 一 序列 内 都 能 拍 出 弱 收 敛 的 子 序 列 ) 的 充 要 条 件 是 ， 范 数 有 界 ， 

命题 1.1.2 3 1 < p < +oo W, Haka X cC PO 为 (相对 ) 强 列 紧 
(PAR F t£— Pr P) RE H 2 k £ TAA) 的 充 要 条 件 为 : 

(ü) {flem f EX} # Ti 

(ü) X 同等 整体 连续 ， 即 对 了 EX 一致 地 有 


lim Í |f(z + h) — (a)Pax = 0: 
(Hi) 对 f € X 一 致 地 有 


. PI. 

nioo T oPdr =0. 

注意 K+ Q pJ, At (iii) 天 然 满 足 . 

( 见 文献 9 第 2 章 ) 
1.1.3 ”空间 CO*(0) 和 CEN) 

设 全 CR" 为 一 开 集 ， 大 为 非 负 整数 或 oo. 

定义 1.1.1 CN) 和 O 分 别 表示 Q # Ü L k Zin ee T 8 B 58 0 2 
所 构成 的 集合 ， 33056. CUN) 和 CM 也 简 记 为 CIP) F. c. 在 cm 中 引 
进 范 数 

llso = 5 sup |D=u], 
lalgk Ë 

其 中 c= (al ,an) 称 为 多 重 指标 ，al :an 为 非 负 整数 ，|e| =at- + an, 
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不 难 验证 , 按照 上 面 定 文 的 范 数 ，Cx(G) 是 一 完备 的 线 性 赋 范 空间 , 即 Banach 
空间 ( 见 文献 [6, 9]). 

定义 1.1.2 4 ulr) 为 定义 在 Q Lú, KITE 

suppu = (z € N; u(z) Z 0}, 

称 之 为 u(z) 的 支 集 . 

定义 113 CKN) 表示 CO*(Q) PARA 0 6 F+ S 6 b 3 + kD 05 $ 
A. 特别 地 ， 将 Cn) 简 记 为 lN). 
1.1.4 EFT 

HDGNHRSKCEIE AEREA, 是 偏 微分 方程 研究 中 常用 的 一 种 基本 技术 . 
构造 光裕 通 近 函数 的 途径 很 多 ， 下 面 介绍 今后 常用 的 一 种 ， 称 为 刻 光 法 . 

设 j(z) € Cge(Bn) 为 一 非 负 函数 ， 在 单位 球 B1(0) = [z € R”; lel < 1) 以 外 的 
地 方 为 替 ， 且 满足 | jed = ! 这 种 函 才 的 典型 例子 是 


geto, iz| < 1. 
j(z) = 


0, |z] > 1, 


其 中 


A= e1/(lzË2—1) dz. 
B.(0) 


对 任意 给 定 的 > 0, 记 
(z) = Z: (E) 


E 


W) jelz) 在 球 B.(0) = {2 e R";|s| < e} 以 外 的 地 方 为 罕有 f ilee =n 
定 1.1.4 2338 u € LLR), 2 


Jaula) = Ge*# eo) = f jefe- puta. 


而 称 J. HAART, Jule) 为 ulz) GAE, jela) 为 磨 光 核 . 这 里 和 以 后 载 们 
用 LL. (Rz) 表示 表 ” 中 全 体 局 部 可 积 函 数 所 构成 的 全 合 ， 

命题 1.14.3 设 忆 为 完 义 在 岗 * 上 的 西数 ， 在 有 界 区 域 2 外 为 军 . 

(0) Žu € LL. (SD, WL Jeu € C” (R). 

(Hi) #suppu C Q, X. dist(suppu, N) > z, M Jeu € C6° (9). 

(ii) #u € P(Q) < p < +00), M] Ju € P(O), E 


liuil zo < lelle Jim ||J;u — ules = 9. 
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(iv) #u 8 CD) G c Q, 则 在 加 上 一 致 地 有 


lim, J,u(z) = u(z). 


(v) #ž ucc, 则 在 人 史上 一 致 地 有 


im, Jj,u(z) = u(z). 


Hit 1.1.1 p21 0 Z Rn PrE, U OPO) £ D (Q) PAE. 

命题 1.1.3 和 推论 1.1.1 的 证 明 可 参看 文献 图 第 2 章 . 

由 磨 光 算 子 的 定义 ,我 们 可 以 看 出 ; 磨 光 函数 在 某 点 的 值 依 赖 于 庄 数 本 身 在 这 
点 附近 的 值 , 因此 当 我 们 考虑 用 光滑 函数 在 边界 附近 去 逼近 一 给 定 函 数 时 ， 上 面 引 
进 的 磨 光 法 并 不 合适 ,为 此 ,我 们 可 以 先 延 拓 给 定 的 沙 数 然后 磨 光 ， 有 了 时 也 可 以 采 
用 下 面 的 修正 磨 光 法 {上面 引进 的 磨 光 法 也 称 为 标准 磨 光 法 ). 作为 例子 , 我 们 取 区 
域 为 

Q = {reR;lz|<1,i=1,2,..,n), 


而 考虑 Q 的 顶 边 
{x € R”; £a = 1, jr < 1,451,- 1} 


和 底 边 
{x € R”; £p = —1,|z,] < 1.i= 1,2—1} 


附近 的 磨 光 . 
定义 1.1.5 设 wELI(Q), 定义 


J; u(z) = hi —1⁄): ° -Je(£n—1 — yn-1)jelEn — Yn — 2e)uly)dy, 


Jtu(z) = Ji 一 护 ) jelin- — Yn-1 jelin ~ Yn + 2)uly)dy, 


其 中 je(7) 为 一 维 磨 光 核 . 

AARE, Jul) 在 晶 的 顶 边 上 有 定义 , 而 Jiul) 在 如 的 底 边 上 有 定义 ， 
1.1.5 切断 因子 

W Q cC R” 为 边界 适当 光滑 的 有 界 区 堪 ，Q cc Q{ 即 Y 为 全 的 子 区 域 , 满足 
Wcn). 令 d= +dist (g, AN), 则 d > 0. 又 设 


Q” = (z € Qidist(z, Q) < d}, 
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则 dist((”,Ə0) = 3d. 用 xoe(z) 表示 V 的 特征 函数 ， 并 考虑 xa (z) 的 磨 尖 函数 
W(x) = Jalxor(z)), 
其 中 a 为 磨 光 半径 ， 易 见 n(xz) 具有 如 下 性 质 : 


ne Cr), <Ma) sl ralFY, Ts. 
其 中 C 仅 依赖 于 9. 有 时 我 们 可 能 还 会 用 到 O Uhn 的 值 ， 这 时 如 无 特殊 说 明 ， 
AUA n fE Q 外 取 堆 值 . 我 们 把 具有 上 述 性 质 的 函数 称 为 Q 上 的 相对 于 子 区 域 0 
的 切断 函数 (因子 ) 
在 以 后 的 应 用 中 ， 我 们 经 常 考虑 球 域 Ba(z9) = (z € R"; |e- a| < R) 上 的 切 
断 函 数 ， 设 0 < p < R.n(z) X Bra) 上 按 上 述 方式 得 到 的 相对 于 Ble) 的 切断 
函数 ， 则 mz) 除了 具备 上 述 的 性 质 以 外 ， 还 满足 


yn) < 2 
进一步 ， 容 易 验 证 


. I C C 
(DEn) < IR p° [Do < IR pe 
其 中 C 为 与 R,p 无 关 的 绝对 常数 ((DFn], 的 定义 见 81.2). 
在 研究 诸如 正则 性 在 内 的 解 的 性 质 时 ， 我 们 经 常 希 望 在 一 点 的 局 部 小 邻 域内 
来 考虑 问题 . 引进 切断 因子 就 是 使 问题 局 部 化 的 一 种 重要 手段 . 利用 切断 因子 既 能 


完整 地 保留 被 切断 函数 的 局 部 性 质 ， 又 能 有 效 地 避免 小 邻 域 以 外 各 种 因素 的 影响 ， 


1.1.6 ”单位 分 解 


如 上 所 述 ， 引 进 切 断 因子 可 将 问题 局 部 化 .在 偏 微 分 方程 的 研究 中 ,我 们 常常 
希望 将 局 部 化 后 所 得 结果 和 束 合 而 得 全 局 性 结果 . 为 此 ， 需 要 借助 另 一 种 手段 ， 即 所 
谓 的 单位 分 解 ， 以 下 是 关于 单位 分 解 的 基本 定理 ， 其 证 明 可 参看 文献 [9] 第 2 章 或 
文献 [11] 第 1 章 . 

定理 1.1.1 AKAR 中 的 紧 集 ， Ur- ,UN 为 K 66— 4-3 A 2. wA 
在 函数 m ECU -ns € C8°(Un), 使 得 

GOs) al, Yerel; (G= 1... N); 

N 


(ü) 5 mG) = 1. VvzeK. 
i=l 
我 们 称 moons 为 从 属于 Uo Un 的 单位 分 解 . 
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1.1.7 ”区域 边界 的 局 部 拉平 


在 边 值 问题 , 特别 是 它 的 古典 解 的 研究 中 总 要 水 及 到 所 论 域 的 边界 的 光滑 性 . 
边界 的 光滑 性 ， 通 常 是 通过 边界 的 局 部 拉平 按 下 述 方 式 来 定义 的 : 

定义 1.1.6 ë Qc R 为 一 有 界 区 域 . 称 OQ 具有 Ch 光 汀 性 ， 记 为 ane 
Ck, 和 如果 对 住 意 的 T9 c 00, AA 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 属于 CE 的 可 过 映射 
T: U 一 B1{0), 使 得 


F(U n 0) = Bt(0) = {y € Bi(0); yn > 0), 
T(U n aN) = BT (0) N {y € R”; yn = 0). 
SERMKZARA, Y4gt36PS3r aris pLWKBSEEREPI, EAR A et 
平 将 问题 转化 为 在 一 个 底 边 为 超 平 面 的 域 上 去 讨论 . 
81.2 Sobolev 空间 和 Hölder 空间 


本 节 介 绍 在 偏 微分 方程 的 研究 中 有 重要 应 用 的 两 类 范 数 空间 ， 即 Sobolev 空间 
和 Halder 空间 . 
1.2.1 PG% 
定 12.1 QZR 中 的 开 集 ， ue LLN), 1 < i < n. PAE 
gi € Li (2), 使 得 
Í sve == Í uf ds, Wo E CP, 


则 称 gi 为 u X TES z; 65455 33. DAAR i iA 
S _ 
OTi Sfi 


有 时 也 记 为 万 记 = gi. PRAMA 65 1 < 1 < n, u X FF $ z; 65655 5.4 q. 都 存 
在 ， 则 称 g= (g1;… ,9n) 为 u BRA, A Vu =g, 有 时 也 记 为 Du =g. 这 时 
ANLAR u TAi, A u e€ WO). # ukur gl k Pri S $o kk 
BTR. PEAR u & Q EZ kukikupiR 65, Nie u 8 wW. 


1.2.2 Sobolev 空间 W!es(Q)#$1 W (Q) 
EN 1.2.2 j k ih 3R, p>1 0 £ R 中 的 开 集 ， 我们 称 集合 


[u € w*(0); Deu € IPO), AR ja] < 的 任意 oj 
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LAZE Ë 


17P 
ullan 一 DulPadr 1.2.] 
lulle») (LZ, | ) (1.2.1) 
后 得 到 的 线性 典范 空间 为 Sobolev 空间 Wicp (Q). 

可 以 证 明 ， W*7?(Q) 在 上 述 范 数 下 是 一 个 Banach 空间 . 4 p = 2 时 ， 常 将 
本 “2 人 人 ) 记 作 HM (Q). 

定义 1.2.3 WPM) £ OP(O) 在 WAP?(Q) P aie. 

命题 1.2.1 WEP(R”) = WEP(R"), Wer) = WP) = PO), 但 对 有 界 
K Q, Š k > 1 8 WEM) Z WEp(Q) 的 真子 空间 . 

命题 1.222 CON Wh?(N) A WR) 中 是 稠密 的 . 

这 个 命题 表明 :。W*?(2) 可 以 用 Co (0) 在 范 数 (1.2.1) 下 的 完备 化 来 刻画 ， 

应 该 指出 ， 在 命题 1.2.2 中 我 们 一 般 不 能 用 Cs (Q) 34038 CX(Q). 然而 对 于 
包括 具 Lipschitz 连续 边界 的 区 域 在 内 的 一 大 类 区 域 Q, C°° (G) 在 Wr 中 是 现 
密 的 . 

S 124 我 们 说 区 域 Q AAAA, EEA 00 6 — 4-4 T Á 2. 
{U} 和 相应 的 非 需 向 量 (ui), 使 得 对 所 有 z e Qn U, t € (0.1), # z + t° € 0. 

命题 12.3 #EAN 具有 线段 性 质 ， 则 CSM) 在 W) PARE H. 

命题 1.2.2 和 命题 1.2.3 的 证 明 可 参看 文献 2] 第 了 章 和 文献 g 第 3 章 . 

作为 命题 1.1.1 和 命题 1.1.2 的 推论 ， 我 们 有 

命题 1.24 5 1<p<+ceo BF, W) 中 一 集会 为 (相对 ) 弱 列 紧 的 充 要 
条 件 是 ， 范 数 有 界 . 

命题 1.2.5 NCR 为 一 有 界 区 域 ，1 所 p< 十 oc0. E ik3k X c Ln (Q) 
在 W*+Lp(Q) 中 是 有 界 的 ， 则 X 在 WR) 中 是 (相对 )】 O] E 45. 

这 里 我 们 只 针对 以 后 的 需要 ， 就 9 为 有 界 区 域 的 情形 氢 述 了 Wen) HA 
数 族 X 为 (相对 ) 强 列 紧 的 充分 条 件 . 


1.23 AFEVAR AN 


PAE {命题 1.1.3), 可 以 将 微 积分 中 的 一 些 运算 法 则 推广 到 弱 导 数 . 例 
如 
命题 1.2.6 (APF) i u,v Ee HN), Ai 
fuv) _ ðv u 


u Huot, i=in. 


AA Ons Ox: i 


命题 1.2.7 (TEH ADAR PFE, u(z) E WO), 8y): D — 


8 818 HEAR 


Q 为 一 连续 可 微 映 射 ， 则 


Əu(*(g)) 606, Bu 
Pyk -> Dyk Br’ 


k=1,-:-: ih, 


其 中 @ = { 亚 1 nr Da). 

命题 1.2.8 (8 636) EAR rabi iba. l) 分 段 连 续 ,其 问 断 点 
的 集合 记 为 L, 且 存 在 常数 的 ,使 得 :f(a)| < K. 又 设立 E WHA), 则 f(u) e WO), 
且 


ðu 
afu) ] fü) 着 ugL 
ĉn: 0, £ ueL. 


1.2.4 Sobolev 空间 的 内 播 不 等 式 


定义 1.2.5 ”我 们 说 区 域 吕 具有 一 致 内 锥 性 质 ， 如 果 看 在 有 限 锥 V, 使 得 每 
一 点 zre Q 是 一 个 包含 于 只 内 且 全 等 于 V 的 有 限 争 V, 的 顶点. 

定理 1.2.1 (Ehrling-Nirenberg-Gagliardo ATF A) E 9cR 为 具有 一 
至 内 锥 性 质 的 有 和 界 区 域 ， 虽 对 任意 & > 0, 恒 存 在 兵 依赖 于 疡 2 1, k,e 5ER Q é 
常数 C > 0, 使 得 对 任何 EWhP(0Q), 有 


DPu|Pdz < £ D*uPdr +C | uP dz. 
Èh | Ef | fm 
”这 个 不 等 式 揭示 的 是 这 样 一 个 重要 事实 ，W*?(Q) 中 函数 的 中 间 和 导数 的 12 模 
可 通过 它 本 身 及 其 最 高 阶 导数 的 L? 模 估 出 . 
定理 的 详细 证 明 可 参看 文献 0 第 4 =. 证 明 的 基本 精神 从 如 下 特殊 情形 的 讨 
论 即 可 看 出 ， k =2,m= 1, N = (0,1), B. u £ C2|[0,1]. 
设 0<5 < 3, 3 <n<1. 由 中 值 定理 知 ， 存 在 À e (本 ,使 得 


IA) = 


e) =w) < 3lu(@)| +3,w (J, 


因此 对 任意 的 z € (0,1), 有 


ju'(z)| = Ju 


z 1 
f wa <O sul + f Oat. 
A 0 
对 & 在 (0,1/3) 上 ,对 在 (2/3,1) 上 积分 上 述 不 等 式 ， 可 得 


1 ， 1⁄3 1 1, 
s< rerer flant sf beye 
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<f lat f lu” (t)ldt. 


由 Hölder 不 等 式 进而 有 


1 1 
(nl? < 2-1. gp f lu(t) Pdt + 2 f lu" (HP dt. 
0 0 


1 1 1 
J aypa < x, f heapat Ke f upat 
其 中 K, = 2-1. 99. 对 任意 区 间 (a, b), 经 变量 替换 ， 利 用 上 面 的 不 等 式 就 可 得 到 
b b 
j lu'(t) Pdt SK,(b — a} f le” (2) P dt 
a G ; 
+ K,(b — ay? f u(t) Pdt. (1.2.2) 


不 妨 设 e € (0,1). 取 正 整数 N, 使 得 


;起 ) < 工 _ z)” 
2 \ Kp N ` (K ` 
` 


对 了 = 01. N, @ a; = L, w aj 一 Qj-1 = —- 对 区 间 (ai-1,aj) 利用 式 (1.2.2), 


然后 对 了 从 1 工 到 N 求 和 就 得 到 
Í jet)lrat = > ha" (Da: 
N 1 a; 
SRE > W (p)|Pdt + NP f uapa} 


3=1 
95 2 1 
<e f fu” (t) |P dt + f u(t)’ dt. 
9 E 0 


1.2.5 Hölder 空间 C#%@ (WY) 和 CGC*2 (ç) 


下 面 介 绍 可 以 看 做 是 分 数 次 可 得 的 函数 类 ， 即 Halder 函数 空间 ， 这 类 空间 在 
偏 微 分 方程 的 研究 中 也 是 非常 有 用 的 . 
定义 1.2.6 i ur) 是 定义 于 Q C R 上 前 函数 . 对 于 0 < aa< 1 引入 
Hölder 半 范 数 
_ ju(z) — u(9)| 
ea zven shy [z — y|“ 
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用 C 表示 Q 上 满足 加 io < +o 的 画 数 全 体 ， 并 定义 范 数 如 下 ， 
lulan = lulo + [u] o, 
其 中 luon 表示 ul) 在 Q 上 的 最 大 模 ， 即 
|ulom = sup fu). 
进一步 ， 可 对 非 负 整数 k ELARA 
Oa) = (u; DBu £ Ce( 加 ,对 满足 |9| < 的 任意 和 1， 


并 定义 半 范 数 
四 san = $, [D u]a;n, 


l8|=k 
son = lun = $, |D uhin 
I8|=k 
和 范 数 
lulsuo = J ID ulan, 
' JSk 
lulk on = lela = > Deulom. 
Id <k 


如 果 对 任意 的 Q' cc Q, MA uec), 则 称 u ece). 在 不 引起 混 清 
的 情况 下 ， 我 们 有 时 省 咯 Holder 半 范 数 和 花 数 的 下 标 中 的 集合 D. 

不 难 证 明 ， Ce) 为 Banach 空间 ， 在 上 述 定义 中 如 果 a = 1, 则 得 到 的 空 
间 称 为 Lipschitz 空间 . 

由 Hölder 半 范 数 和 范 数 的 定义 ， 可 直接 得 到 

命题 1.2.9 NCR”, wv € Ce (0), A 

(i) [us] =o < lulian + lilenlvlom; 

(ü) layjauo < |ulmplelesa， 


1.2.6 Hölder 空间 的 内 播 不 等 式 


Hülder 空间 最 重要 的 性 质 之 一 是 下 面 的 内 播 不 等 式 ， 它 使 我 们 在 做 先 验 估计 
时 可 以 集中 讨论 最 关键 的 因素 ， 从 而 可 以 箱 化 证 明 的 过 程 ， 
EH 1.2.2 4 B, AR 中 半径 为 pi, u € COle(B,. MW|*r4£ 345 


0 < c < p, # 
" Cin 
;es < c“ lu], + ED uoan (1.2.3) 


c 
[z]; B, < alela, + EM uo,. (1.2.4) 
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证 明 对 任 一 yE Bp, 选取 TE B,, 使 得 yE B, 2 (2) C Bp. 在 Bo > (2) 上 对 
Diu 积分， 由 Green 公式 可 得 


L. Diuda = ucos(m.z;)ds 
ƏB;/a 
其 中 nas OB, > 的 单位 外 法 向 其 ， 对 上 式 左 端 用 中 值 定理 ， 可 知 存在 上 € Baja 
使 得 
Diu B; | =- 上 Duda, 
Bo /2 


于 是 
pt) = TB hs tn ads] < EA ub = Tiub, 
x 
IDi(B)| = ID,u(u) — Diu(i)| + |D:u(i)| 
< ID) = Da) L: 让 Bly- ge + 了 ju 


< g” ulia + P lulo, 


MF y EIERS, BO luh < o” lula + Slup. FÆR (1.2.3) 得 到 了 证 明 . 
注意 到 ， 当 e- yl <o 时 ， 有 


lu{z) - uD) _ le(s) — uU) iy 
lz — y| jz — yl 


而 当 |z—s|2 ç 时， 有 


y|! < afu], 


lulz} — u(g)| < uh. 
|z — yl a 
H EPEE F, WE 
jule) — uiy) <o 
|z — yj” 
再 结合 式 (1.2.3) 就 可 得 到 式 (1.2.4). 
类 似 地 ， 我 们 还 有 下 面 的 内 播 不 等 式 . 
定理 1.2.3 it B, XR” PA ptk, ucc, 则 对 任意 的 0 < 
c < p, 有 


_ 2 
< 人 ji + == ul. 


c° [ula:B, + olujne, + oalte[u]ya p, + 2 lu] B, 


<a2tre [u]2 a; B, + Cm) |ulo;B, . 
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注 1.2.1 在 上 述 内 插 不 等 式 中 今 go 琶 特 殊 的 值 ， 相 得 到 一 些 特殊 元 内 插 不 
FR. 例如 在 式 (1.2.3) 中 取 o = El/ap, 则 得 


Cín) _ 
O, t|ulo;B,- 


(uli:B, < ep’ [uli,m:B, + 


1.2.7 Sobolev WAE 


现在 介绍 Sobolev 空间 理论 中 最 重要 的 定理 一 一 嵌入 定理 ， 其 证 明 可 以 参见 
文献 [9]. 

定理 1.2.4 (ŠARE) q Q CR" 为 一 有 界 区 域 ，1 =< p< +o. 

(i) #Q W R — Rk M td, BW|35 p=n 时 ， 有 


WIPO) c EO), 1 < q < 二 oo， 
而 且 对 任意 的 &e W), 有 
ullean <ç Cin, g, Q lul|gae(0y, 13 < g < +o; 


š p<n h, # 
Wi?(Q) c LR), 1 <q <p' = 一 一 


而 且 对 任意 u € WP, 有 
lellra y < Cin, p ulw 1 < q < z"; 
(ü) #09 i tA, M|23 p> n 时， 有 
wac), 0<a<1- D 
而 且 对 任意 业 E Wp (Q), 有 


n 
lulan < Cin, p, Bliuw 0<eg1- "s 


这 里 ， 我 们 称 p 为 p 的 Sobolev i Ek, mikt 2r A P 06 W 3 C 3 k 
入 常数 . 
注 1.2.2 上 述 谋 入 定理 可 简 记 作 


19), Isas = op p < n, 
wiern) 一 La4(Q), 1 < q < +oo, p = +, 


Ce (0), 0<e<1- > p > n. 
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注 1.2.3 需要 说 明 的 是 上 面 的 第 三 个 崇 入 ， 即 
wM) — cen), 


J XZ, HAEA w € W (0), 总 可 以 通过 修改 u &— FPO A £ L 43 3 
fk, 使 入 为 Ce (Q) * 66 2 8. 
重复 应 用 定理 1.2.4 的 结论 上 次 ， 可 得 
推论 1.2.1 
np 
n— kp’ 


WEP 3 24 La(Q), 1 < q < +oo, kp = nm, 


IG), 1<4< kp < n, 


一 - nn 
cen), 0<a<1———, kp > n. 
( ip p 


定理 1.2.5 (KZAZE) NCR 为 一 有 界 区 域 ，1 << +oo. 
(i) #0 34 —#k P i £ fF, S p < n 3 F P| A 2 Ei 


WTA = L9) l1<4q<>p, pan, 
Wr — E), 1<q< +o p= n; 
(ü) FAQ 4 SER, MA p> n W° TF 5] A £ K 69. 


wie) — Ce(Q), 0<a<1- P 
注 1.2.4 a+ zj WPO), 同样 也有 定理 1.2.4 和 定理 1.2.5 Pt d: 65 @: X 3: 
ABRAR. 而且 结论 对 任意 区 域 Q RR, W A 8 Sk b Tk ROF Q. 


注 1.2.5 ” 上面 所 述 的 紧 嵌 入 是 指 , 对 被 密 入 空间 的 任何 有 界 序列 , 总 看 在 一 
个 在 赋 入 空间 强 收 化 的 子 序 列 ， 即 星 入 苯 子 是 紧 的 . 


1.2.8 Poincaré 不 等 式 


定理 1.2.6 (Poincaré £ K) it 1 =< p< +0, Q C R° 为 一 有 界 区 域 . 
(i) #u € Wa P (Q), 则 


f az < c f Dupas: (1.2.5) 
n ç 
(ü) #6Q 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， wu € WiP), 则 


f una < c f IDulpaz, (12.6) 
n n 
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其 中 C 是 仅 依 赖 于 mpD 和 人 n 的 常数 ， 


1 
up 一 mi 上 u(sjdz, 


这 里 我 们 用 ATN 的 测度 ， 
证 明 先 证 明 式 (1.2.5). 由 Cr) 在 W2'? (0) PREE (定义 1.2.3) 知 ， 只 
# u e C(O) 来 证 明 . 
作 一 个 包含 只 的 方 体 
Q= {z E R"; a; < zi < ai +d, t= 1,2, , ny, 


HH d = diamQ. Æ 0 HAEE u= 0, W w € C8(@), 且 对 任意 的 ze 8, 有 
jus)? = 


mi 
f Dius, T2," , Enda 
G@1 


P 


aitd 
f Diu{s, tatt: Zn )ds 
al 


a, +d 
<a f [Diw(sa, x2,--. : wn) ds, 
关于 rE Q 上 积分 ， 进 而 得 
f lu(z)Pdz = Í [u(z)Pdz 
n Q 
RL d 
e f I [Div(s, x2,.*: , En) dedz 
<e Í |Diu(zi T2, t 1 xn) Fdz 
Q 
ad Duldzr. 
Í, [Dul 


取 C = P 就 得 到 式 (1.2.5). 

为 简单 起 见 ， 我 们 仅 就 p > 1 的 情形 证 明 式 (12.6), EF p= 1 的 情形 ， 可 参 
看 文献 [10]. | 

由 于 在 刀 上 加 一 个 常数 后 ， 式 (12) 不 变 ， 故 不 妨 设 un — 0. 现在 假设 式 
(1.2.6) 不 真 ， 则 对 任意 正 整 数 k > 1, 都 存在 uk € W12(Q), 满足 f uk(z)dz = 0, 


但 
f juk |P dr > k f |Dug dz, 
n Et} 


wlz) = valz) , EQ (k=1,2,-..), 
lerle) 


今 
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则 u, € W1P(O) 满足 
f welT) dz =0  (k=1,2 e) (1.2.7) 
O 
wsl =1 (k=1,2,-::) (1.2.8) 
和 
f [Du |P dz < £ (k=1,2,-..). (1.2.9) 
t 


A (1.2.8) MA (1.2.9) AA wlw 有 界 ， 故 利用 W! p (Q) 中 有 界 集 的 弱 列 紧 
性 和 紧 嵌 入 定理 ， 知 存在 {wx} 的 子 列 ， 不 妨 设 为 其 本 身 ， 和 wewn), 使 得 


wp>w (k— o) #ELP(Q) F, (1.2.10) 
Dwg — Dw (k— o) #EPP(Q, R") 中 ， (L.2.11) 
RE o” KA, HÉ (12.91 和 式 (1.2.11) 知 Daz(z] = 0 ae. z € ñ, Ami 
wir) = W W, aeren, 
LAA (1.2.7) 和 式 (1.2.10) 4 人 wa = 0, B 
wiz) =0, ae ze. (1.2.12) 
但 由 式 (1.2.8) 和 式 (1.2.10) 知 llliz = 1, 这 与 式 (1.2.12) FA. 
推论 1.2.2 设 Ba 2 R" 中 以 民 为 半径 的 球 . 
(i) #u € Wi 了 (Ba), 1 < p < +00, 则 
J ju dz < cn | |Du|” dz; 
Bn Ba 
(ü) #wu € WP(Bn). 1 < p < +eo, A] 
f ju — un|?dz < cn | [Du dz, 
Br Br 
其 中 , 
uR = Bah. u(zjdz. 


证 明 使 用 Rescaling 技术 ， 即 作 变换 2 = z/R, 可 以 归结 为 单位 球 Bl 上 的 
不 等 式 ， 利 用 定理 1.2.6, 不 难 给 出 它 的 证 明 . 
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注 1.2.6 利用 嵌入 定理 可 知 当 l<Sp<n, ARE 1296 中 不 等 式 丰 总 
的 指数 p 可 以 换 成 任何 满足 素 件 1< 4 < p* = — 的 实数 9 即 我 们 有 


(i) #u € W0?(0), 1 < p < n, IIET 1 < q < p, E 


(f faz) < C(n,p, t) o) (f papas) 


(ü) 着 60 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ， € Wl2(Q), 1 < p < n, 则 对 任何 


ETES JEE] 
1/q 1/p 
( f u- vajran) < C(n,p,Q) ( f IDuPP4z ) . 
Q Q 


# 1.2. 7 同 理 ， 推 论 1.2.2 j T. K Z 3686534888 p 也 ,可 以 换 成 任何 满足 1 < 
dp 二 一 p 的 任何 实数 q. 这 时 我 们 有 


(i) žu € W22(Ba), 1<p<n, 则 对 任何 1 < q < p", 有 


1/q 1/p 
( utas) < C(n.p)R!t1n/a-n/p ( Ipulraz) ; 
Ba Br 


(ü) #w c W 1iP(Ba), 1 < p < n, MHT 1 < q < p*, 有 


1/p 


1/q 
( lu~ unledr) < Cn, pI Ritn/anie ( f IDupaz) 
Br Ba 


在 利用 能 入 定理 时 ， 为 了 确定 不 等 式 右 端 常数 串 对 吾 的 依赖 关系 ， 可 以 像 扒 
论 1.2.2 的 证 明 那 样 使 用 Rescaling 技术 . 

4 p 2 n BT, HE 1.2.6 和 注 1.2.7 中 的 不 等 式 左 端的 指数 q 可 以 取 为 任何 不 小 
于 1 的 实数 . 但 当 p="n 时 ， 不 等 式 右 端的 常数 C 还 依赖 于 q. 


81.3 t 向 异性 Sobolev 空间 和 Hölder 空间 


由 于 搜 物 型 方程 中 空间 变量 z 和 时 间 变量 t 的 “地 位 ” 不 同 ， 所 以 在 研究 抛物 
型 方程 时 所 借助 的 五 数 空间 与 在 研究 椭 回 型 方程 时 所 借助 的 务 数 空间 有 一 定 的 差 
别 ， 本 节 介 绍 适合 干 抛物 型 方程 特点 的 i 向 异性 Sobolev 空间 和 Hülder 空间 . 


1.3.1 向 异性 Sobolev 空间 


En E: R" 中 的 开 集 ，T>0,8r = Q x (0,T). 
EM 1.3.1 设 名 为 非 负 整数 ，1 < p< +o. 我 们 称 集合 


fu: D" Diu € P (Qr) A AR a| + 2r < 2 的 任意 a 和 7} 


81.3 t 向 异性 Sobolev 空间 和 Hilder 空间 17 


RER d 
lelweg) = > |D® Drul LrcQr)y 
læj+2r&2k 

É Ë 8] é 68, pk E Z B] 39 Sobolev 空间 W+ (Qr). 

可 以 证 明 ， W2mt(Qzr) 在 上 述 范 数 下 是 一 个 Banach ZE. W+ (Q+r) 中 元 
素 的 上 向 弱 导 数 的 阶 低 于 z 向 弱 导 数 的 阶 , 

我 们 还 需要 引进 如 下 的 定义 ， 

m 1.3.2 Ë m,k 2) 0 £. 1, 1 < p< +o. 我们 称 集合 


fu; D%u, Dru € LP(Q+), 对 满足 |a| < mør < 的 任意 a 和 r| 


LAZEE: g 
lllw; q a = 5 ID uleg + 5 Drulir(Qz) 
lalgm rk 
后 得 到 的 线性 赋 范 空间 为 Sobolev 空间 Wk (Q+). 

当 p=2 时， 上 面 引 进 的 函数 空间 中 都 可 以 定义 内 积 而 成 为 Hilbert 空间 . 特 
别 地 ， 当 p= 2, m = k= 1 时 的 空间 W (Qr) 就 是 $1.2 中 所 引进 的 Hi(Q7). 

我 们 总 约定 Du 表示 函数 u 关于 空间 变量 的 梯度 ， 有 时 也 记 为 Vu, 而 函数 u 
关于 时 间 的 弱 导 数 ， 则 记 为 Deu. 

设 ƏQ+r 和 Ə,Qr 分 别 表 示 Qr 的 侧 边界 Ən x (0,T) MWAH Ar U 
((z,);z Et=0}. 用 Cr) 表示 在 Qr 的 侧 边界 BQr 附近 为 0 ME Qr 上 
无 穷 次 可 微 的 函数 构成 的 集合 ， 用 Qr) 表示 在 Qr 的 抛物 边界 BQr 附近 为 
0 而 在 Qr 上 无 穷 次 可 微 的 函数 构成 的 集合 . 

定义 1.3.3 M W2Fk(Qr] 表示 Cr) 在 W2Fk(Q;) 中 的 闭 包 ; 用 
这 mx(Qzr)] 表示 or) 在 WP2(Qr) PHANG: 用 WEO) 表示 CS (Qr) 在 
WRO) PERE, M WEO) 表示 CO (Q+) 在 W (Q+) PARE. 

定义 1.3.4 M V2(Qr) K+ & $ Leo(0,T; LIAN) A W2Y (Q>) RER 


1/2 
lulen = sup Cdl + ( [Í puasa) 
OST sr 


后 所 得 到 的 Banach 空间 ， 
定义 1.3.5 g 


V(Qr)= {u eW2 (Qr); Du € L?’(Qr, R")}, 
其 中 的 内 积 定 义 为 


(u,9)v(qr) = (u, u)wia q y + (Due, Dui)ratQry- 
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容易 验证 . 

命题 1.3.1 V(Q7) 在 W3 (Qr) PHE. . 

法 1.3.1 WI (Qr) Ph “e” 只 在 底 边 上 起 作用 .实际 上 ， WD1(Q+r) 可 以 
看 做 在 QT 的 底 边 Q x (t = 0 附近 为 0 的 无 穷 次 可 得 画 数 在 W Qr) 中 的 闭 
g. 
1.3.2 向 异性 Hölder 空间 

我 们 先 引进 抛物 距离 的 概念 . 设 Q c Rn, Qr = Q x (0, T). 对 任意 两 点 Plet), 
Qly, 5) € Qr, 定义 P, Q ZEAE Bi A 

d(P,Q) = (|z - y? + lt- s). 


EM 1.3.6 it ulz, t) 是 定义 于 Qr 上 的 函数 . 4T 0<a<1, 3 引入 Hölder 
Fak lu(P) — u(Q)| 
utP)—u 
[u|, e /2;Q+ 一 PocgEpua de (P, Q) ` 


用 Cer) 表示 QT 上 满足 [ula,a/2Qr < +oo PEE: 24k, 并 定义 范 数 如 下 
ay2ier = lulogr + [u] a 2; 
其 中 aloier 8 u(z,t) 在 Qr 上 上 的 最 大 模 ， 即 


|uloior = sup EA t)|. 
(T tJEQT 


进一步 ， 对 非 负 整数 k, ELERE Ia) 
(Pita ktaf 2 (Q>) 
=fu; DÊ DZ u € C {(Qr) FAAS, + 2r < 2 的 任意 6 和 7 ， 


并 完 义 半 范 数 
[ulakt a kroa/2Qr 三 y` [D° D uaar: 
|JB|+2=—2k 
[uji = 3  ID°Druloor 
|8|+2r=2k 
和 范 数 


julotta kt a/2;Qr 三 y (DP DZ ula eQ. 
El 
[uj Qz = > IDADrulo,Qz. 
JBi+2r<2k 
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不 难 证 明 ， Cak+te'*t+a(@7) 为 Banach 空间 . 34 £ — 1 RF, & 


2 
[z|2.1;Qr = fulo:@r + |[DuloQr + |D ulo:Qr + | 得 |o:@r， 


jla+al+araiQr 
=|zu=|, a /2;Q+ + |Du|, c /2:Q+ + |D?u|, a 72: Qr + fuela aya2iQr， 
其 中 ]D2a|o;Q+, |D ulanar 表示 对 tu 所 有 关于 空间 变量 T É — Wr Sp3 Br T BU 05 


数 之 和 ， 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 有 时 我 们 省 略 Hölder 半 范 数 和 范 数 的 下 标 中 的 
集合 Qr. 


1.3.3 “上 向 异性 嵌入 定理 


关于 上 向 异性 Sobolev 空间 的 性 质 ， 同 样 有 相应 的 嵌入 定理 ， 其 证 明 可 参看 文 
献 [7]. 

定理 1.3.1 (t 向 算 性 党 入 定理 】 ACR 为 一 有 界 区 域 ，1 p< 十 060. 

(i) #90 满足 一 致 内 锥 条 件 ， 则 当 p= (n 十 2)/2 时 ， 


W21(Qr) C LA(QT), 1 < q < +oo, 
DEES uW? (Qr). 有 


lalengo & Cina. Qr)lulwzugr 1&8 < +oo; 
3 p< (n+2)/2 时 ， 有 


; n + 2)p 
21 p igog- (n+ : 
p (Qr) C L (QT) 4 <S T op 


mEt u € WHr) 有 


(n + 2)p . 
hulter) S Cop, Qr)lulwagry 1Sq<S 2 52 
(ü) 车 69 t 5 3, W| p> (mn +2)⁄/2 时， 


na/2 > n + 2 
W (Qr) c ERr), 0<as2- — 


而 且 对 任意 的 EW21(Q@r). 有 


n + 2 
lju|aa QT <S C(n.p, Qr)llu||w2 q.) 0<o<2- w 
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注 1.3.2 上述 嵌 入 定理 可 简 记 作 


(n+ 2)p n +2 
4 <q < 
LA(Q r), LSAS +z 2 p 2 ， 
W) (Qr) 一 + L{Qr), 1 < gq < +o, p= š, 
Cr), 0<ag2- 2+2 p> n+2 
p 2 
重复 应 用 定理 1.3.1 的 结论 上 次 ， 可 得 
推论 1,3.1 
(n+ 2)p n+2 
Ia r< 6 < TP kpe LEE, 
(Qr), q n42- 2kp kp < P: 
WEG) 1 (Qn, 1<e<+o lp- 
Ce Gr), 0 < a < 2 — =, kp > =. 


对 空间 (Q>), 也 可 建立 嵌入 定理 . ET, BEKRA REEE 
Q, = B, x (=P), Bp = {z € R”; |z| < p}- 


定理 1.3.2 i£ ueV(Q, 则 


1 179 
一 一 -去 u 24 d4zdt 
[Z= J J 


ce ( sup f edz+ [f Dupara), 
~P <t<šp2 d B, Qa 


其 中 


3 2 
q = 
1 


2 
+— mn > 2, 
n 


1.3.4 + 向 异性 Poincaré 不 等 式 


对 上 上 向 异性 的 Sobolev 空间 Wa" (Q>), 也 可 以 建立 相应 的 Poincare 不 等 式 . 


为 便于 应 用 ， 这 里 我 们 也 取 区 域 为 标准 圆柱 休 Q,. 


定理 1.3.3 (t 向 异性 Poincaré 不 等 式 ) i&1:<Pp < +o, 0 > 0. 


G) #u EWL HQ), 则 


f Í ， [u|Pdzdt <Cln,p) (pr f Í , |DulPdzdt 
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+p” f f |DiuPdzdt); 
Q, 


(ü) #u € W1-1(Q,), 则 


f f Pa 
< C(n,p) (P f Í , |DuPdzdt + p” f T, | Drupdzat), 
其 
i u= A f f uo Dad, 
证 明 利用 标准 的 Poincaré 不 等 式 (定理 1.2.6) 可 得 p = 1 时 的 结论 . 对 p>0 
的 一 般 情形 ， 使 用 Rescaling 技术 就 可 得 到 所 要 证 明 的 结论 . 
$81.4 Hl(Q) 中 函数 的 迹 
本 节 讨论 HN) 和 H1(Qr) = W)” (Qr) 中 的 函数 是 否 可 以 定义 边 值 ， 以 及 在 
什么 意义 下 取 这 个 边 值 . 
1.41 五 (G+) 中 函数 的 几 个 命题 
记 
Q=(r8R|r,| <1,i=1, nk, Qf = (z € Q;z, > 0), 
r= (mz), z = (21, Za-1), 
D = (z € Qiza = 0} = (r e R” t; [z | <1i=1,...,n—1}. 
命题 1.4.1 HEE u € HQH), 蛋 存 在 惟一 西数 u e LT), 使 得 


ess lim faz, za) — wiry dr = 0. 
zn 一 0+ Jr. 


我 们 称 wlr) A u ET Liik, A yu(z", 0). 
证 明 迹 的 惟一 性 是 显然 的 ， 为 证 迹 的 存在 性 ， 首 先 注意 ， 按 命题 1.2.3, 存在 
um € C%(Q `), 使 得 
lim, lum 一 ulaqa) = 0. 
TER GW PB #fr 9(zn] € cto, 1], 使 得 NEn) =1 4 z, 2 0 适当 小 时 ， 而 n(zn} =0 
当 zn < 1 SEDE 1 B+. 显然 


im en 一 nullao) =0, (1.4.1) 
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而 当 e >0 适当 小 时 ， 有 
Uml, E= — | Blum) dEn, 


从 而 


1 
as) ule oP < f PD i drn, 


f [ua (z, E) — wa (2, E) dr’ 
r 

< f Əlim) _ Ə(nus) ° 

5 q+| Brn Brn 


Slum 一 malag 


dx 
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(1.4.2) 


由 式 (1.4.1) 和 式 (1.4.2) 知 ， 对 任何 固定 的 =, {um(-, a)} 是 L) 中 的 Cauchy FF 
列 ， 设 其 极限 函数 为 ve) 另 一 方面 ， 由 于 (ua) 在 L2(Qt) PRAF u, 故 存在 


零 测 度 集 E c (0,1), 德 得 对 任意 的 se (0, 1yNE, 有 
(ze) = u(z',s), ae. r ET. 
Hit, H (4.2) 可 得 
f [um (1,0) 一 (z ,0)|*dz” < Pem 一 ?1 二:(Q+y， 
usta.) = ul edz’ < [nus = mulang 
其 中 ee (0, DNE. 此 外 ， 显 然 还 有 
f (zs — u (z, Md’ < ef Bum, ° 
r m s- m ° a: Q+ IEn 
记 wfr’) = vir, 0). 联合 式 (1.4.3), 式 (1.4.4), A (1.4.5) 
f [u(z”, z) 一 万 (zz 
T 
< fe E) 一 u (2”.=)|” dz 
+ f lu, (zs) — wa(2”,0)|2dz/ 
r 


+ f tumla’, 0) — wir) dz 


fE 
m f ur E) — wlr yde = 0. 
seny me 


(1.4.3) 


(1.4.4) 


(1.4.5) 


(1.4.6) 
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注 1.4.1 由 式 (14.3), 我们 有 
im ,fen z',0) — wiz’) Paz (1.4.7) 


利用 这 一 事实 ， 我 们 可 以 定义 全 在 了 上 的 迹 为 满足 条 件 式 (1.4.7) 的 西数 war), 
其 中 ua EC”) 为 在 H (QI) PRAT wu 的 性 一 序列 ， 易 见 这 样 定义 的 迹 与 
命题 1.4.1 中 所 速 是 等 价 的 . 由 于 OAT) 在 OO) 中 是 稠密 的 ， 在 还 的 定义 式 
(14.7) P, um 可 换 成 在 HHQH) Pikat u ipte CHQ) 函数 列 . 

注 1.4.2 ”从 命题 1.4.1 NATE QT 搁 成 其 底 位 于 超 平 面 zn 二 0 上 
竟 性 一 柱 形 域 D x (0,ó) (ó > 0, D AR PaA AE), 命题 1.4.1 的 结论 仍然 成 
立 ， 只 要 ðD 是 Lipschitz i£ 9269, KAREA At, 能够 保证 CD x (人 本) 
在 H!(D x (0.5)) FAE ( 见 命 题 1.2.3). 

推论 1.4.1 uc Hl(QT)n C(Q ), W| yu(z,0) = u[z!,0) ae. + T. 

命题 1.422 8 ac HQHN"), E. u ñ QT 的 顶 边 和 侧 边 附近 为 零 ， 
在 QtARAT LRE, W ue HQ+). 

证 明 AH u FEAF Q E, HESAR ü. 以 下 分 两 步 来 证 明 . 

第 一 步 证 明 ue HQ). _ 

首先 显然 &e DQ). ik, i=in- ase 2L 显然 存在 ， 目 当 


segta n E, i z e QAQ N S= = 0, gm E ae 余下 只 须 证 明 


9 Bu 
Í. ud =- J e — pdr, Yp Ce (Q). (1.4.8) 
为 此 ， 对 充分 小 的 s > 0, 取 切 断 函 数 nan) € Cge(-1 1), WETA 

Tura) = 1 当 EA < < 时， nzn) = ü 34 [En] 2 2c 时 ， 


Cr 
0<n<l (e) <=. 


- | uč oeno + ü -neod 
= G: . 22 
= 人 un (za )odz + 人 un(za) gg 
` , Q9((1 — n(za))e) 
s 


Tn 
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=J + IS + Es. (1.4.9) 


显然 
lim Jš = 0. (1.4.10) 


LAPA e> 6 适当 小 时 ， {1 一 ?zn)jp € CEH), kz 
K=- 人 SE (t — n(za))g)az, 


由 此 知 


. ðu 

lim Tš = — p Dr (1.4.11) 

最 后 ,注意 到 we C) Haul _ = 0, 8 
S fn falan < 2e "EN 
<£ ju|dz 

E Jar n (z; £n] < 2e} 

便 知 
lim Jf = 0. (1.4.12) 

在 式 (1.4.9) H e — 0 取 极 限 ,利用 式 (1.4.10), È (1.4.11) 和 式 (1.4.12) 便 得 到 式 
(1.4.8). 


第 二 步 证 明 ue HA(QT). 
为 此 ， 对 ü TEER: 


Jiz) = Í je(mi — n) ` je(za-1 — Ya—1)je(En — yn — 2e)ü(y)dg, 


其 中 s > 0, je(7) 为 一 维 磨 光 核 . 注意 到 ; (r) 仅 当 |r| < £ 时 不 为 零 , 而 立 在 @ 的 
顶 边 和 侧 按 附近 以 及 Q\Q+ EAF, RA Jrü e CSe{G+)， 又 由 证 明 的 第 一 步 ， 
u € H1(Q), 故 类 似 于 标准 的 磨 兆 算 子 的 情形 ， 可 以 证 明 


lim Jz & umer) = 9. 


LHH u € H)(Qt). 

命题 1.4.3 4 u € H1(Qt) n C(Q'), 2 ü k'u £ Q Hak, Hz] = 
u(z,0) š z€ Q- =Q\Q" t, W| ue H1(Q). 

证 明 与 命题 1.4.2 ERE 1 sea — 6, HERA nan) 的 选取 还 要 
求 是 个 函数 ， 请 读者 自行 完成 
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1.4.2 H1(Q)rbER38 NE 
定理 1.4.1 OOCR 为 具有 光滑 廊 界 的 有 界 区 域 , 则 ue HY(Q) & anh 
A yu e LON), 即 夺 在 惟一 满足 条 御 
lim f Jum — yu|?*do = 0 (1.4.13) 
T+ jan 


的 函数 yu € DON), 其 中 wa € C1(0) 为 在 HN) PAT u 的 任 一 序列 . 
证 明 由 于 69 是 光滑 的 ， 其 中 每 一 点 都 存在 一 个 小 邻 域 VU, 具有 下 列 性 质 : 
Qiu, > 0) Bb À. U OQ, W UT) = U nan, AE T = (v E Qi yn =D}. 
设 um € CI 为 在 H1(Q) PRAF u 的 任 一 序列 ， nx) E Co (U). 记 
vm = (muaj) ° W, 则 wm € C(O"), vm 在 Qt 的 顶 边 和 侧 边 附近 为 零 ， 且 
im dom — (mu) ° P| sa q+) = 0. 
根据 命题 1.4.1, 存在 h E LI, 使 得 
ir # — n2 1 一 . 
im. Í es07,0) = May =0 
BR h ET HHF EAZ. HAEE z, 便 得 到 


lim [Mim — w| do = 0, 
m> Junan 
其 中 w = ho® 2 (z)=0! % 一 ($e , Bn) 为 Ww ZW. 在 Un on 的 边界 附近 ， 


0 = 0. 经 被 积 阴 数 的 零 延 折 后 ， 上 式 可 写成 


lim f [num — u[2do = 0. 
an 


mMm- 


得 on C U iz mr) (z = L- ,N) 为 从 属于 U, (i = lp N) 的 单位 分 解 (E 
1.1.6 节 ), w: EETRI Un m HARRA, B w € 280), AWE 


TY 一 


lir f [hua — ul do = 0. (1.4.14) 
an 


N 
Ww = $ ws, W] w 8 L80), 卫 由 式 (1.4.14) 和 


i=l 


N 
Um 一 W = Y (hum — wi), re 
i=l 
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可 知 
lim f fum — w| do = 0. 
m50 an 


这 就 证 明了 迹 yu| ， 的 存在 性 , 通过 在 80 上 任 一 点 的 小 邻 域内 采用 局 部 拉平 的 方 
法 ， 可 知 迹 是 惟一 确定 的 . 
推论 RAICH 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 若 ue Hi0) NC), 
证 明 局 部 拉平 ， 利 用 推论 44. 
| 推论 1.43 设 Q c Rn 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . # u c H (Q), al 
yu =0. 
“证 明 E OPCO) 在 HAO) thi, BEE H (Q) hiki u 的 序列 ua e 
CPO). 于 是 由 式 (1.4.13) EA yul ，= 0. 

i 1.4.4 设 人 各 CR" 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 2 u H)Y(0) n C(0), 
Al uj =0, 

证 明 联合 推论 1.4.2 和 推论 1.4.3 就 可 得 到 所 要 证 明 的 结论 

定理 1.4.2 EICR 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 著 ue Ht(0)ncC(9, 
且 ule =0, A] u € HUA). 

证 明 在 90 上 每 一 点 的 小 邻 域内 ， 将 4 切断 成 ww, 而 将 UN an 拉平 ( 像 
定理 1.4.1 的 证 明 那 样 ), 并 在 拉平 后 以 它 为 底 边 的 方 柱 Q+ 上 应 用 命题 1.4.2, 便 知 
存在 于 HHO) PKF m 的 序列 um E CU n Q). N 

取 有 限 个 这 样 的 邻 域 U, G = 1,… N), 使 得 oD c U U. BRER U > 


QA Ü U 设 mla) = 0,1.… N) 为 及 属于 DG = 0,1,… N) 的 单位 分 解 
u (i =1,:-: , N) 为 与 Ui (i= 1... N) 相应 的 按 上 述 方式 得 到 的 函 教 列 显然 
存在 EO) PRT mu 的 函 教 列 ao, E CPO). iE u, = 3 uk, 则 tm E CEO), 
t= 

H um 于 H1(Q) 中 收敛 于 u 再 注意 到 CrO) 于 (0) ESE, AA u e H) (9). 
1.4.3 HL (Q+) = W2" (QT) 中 函数 的 迹 

定理 1.4.3 设 吕 CRR" 为 具有 光滑 边界 的 有 有 困 区 域 , B| uc HOr) £ Dpr 
上 有 还 Tu € L2(6 Q). 

证 明 禄 据 命题 1.4.1 及 注 1.4.1, 存在 于 E (Qr) 中 收敛 于 u 的 序列 um € 
C~ (Q>) MAX v(z) € (9), 使 得 

lim jua (x,0) — viz) ldr = 0. 
Oo 


7 一 DO 
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类 似 定理 1.4.1 的 证 明 ， 对 3 Q+ 采用 局 部 拉平 ， 有 限 覆 盖 和 单位 分 解 的 技巧 ， 可 
进一步 断言 ， 存 在 巩 数 wrt) € 严 (BQr), 使 得 


lim lum — wde = 0. 
m= JaQr 
注 1.4.3 AE uc H1(Qr) 在 顶 这 上 志 有 迹 ， 不 过 针对 以 后 的 应 用 ,我们 只 
X u ë Qr -L 65 k. 
推论 1.45 3 Q cC R" 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , £ ú € HRNCA) 


A yul = "| . 
AT Bp BT 
推论 1.4.6 。” 设 中 CR 为 具 光 滑 浪 界 的 有 界 域 ，u cWIl(Qr), B| yu 
0; Æ u eW (Qr), M val =o. 
推论 147 ECR 3333633 ueWll(Qr)nC(Q), 则 


ulg, i Ë u WF RNC), M |. =o. 


定理 1.4.4 j OCR: y RO Aio Y 5 84 KR $ u € H1Y(Qr)OC(Q.r), 


E. ul, o = 0, 则 u EW tOr); 3 u € JY(Qr) n C@r), R ulao = 0, A] 


u ewy (Qr): 

证 明 为 证 后 一 部 分 ， 先 将 4 按 命 题 1.4.3 ARIEF š < OM t > T' BJËB 
分 ， 然 后 对 人 QT 采用 局 部 拉平 ， 有 限 柳 盖 和 单位 分 解 的 技巧 ， 拉 平 后 局 部 应 用 傅 
题 1.4.2, 为 证 前 一 部 分 ， 将 “ 零 延 拓 到 上 < 0 的 部 分 ， 同 时 按 命题 1.4.3 的 方式 延 
拓 到 + 上 > 了 工 的 部 分 ， 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 u. 先 以 4 关于 z, Ai FEER 


Bpr 


(z, = Jule, t) = f jelt- s — 2)ule, s)ds (e > D) 
R 


在 Hi(Q7) FEE u. 再 对 Qr 采用 局 部 拉平 ， 有 限 覆 盖 和 单位 分 解 的 技巧 ， 
去 构造 we 在 H (Qr) FREED, CE Ə,Q+ 附近 为 零 . 
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本 章 介绍 线性 机 图 型 方程 的 L 理论 . 首先 详细 讨论 典型 的 椭圆 方程 , 即 Poisson 
方程 ， 然 后 转向 一 般 的 散 度 型 线性 构 贺 方程 
82.1 解 Poisson 方程 的 变 分 方法 
设 Q c Rr 是 一 有 界 区 域 ， 其 边界 69 分 片 光滑 ， 在 Q 上 考虑 Poisson 方程 
一 Au = f(z), (2.1.1) 


其 中 r= (21 1 Dn) åA 为 n 维 Laplace 算 子 ， Bp 


g g? g? 
=a tatu Tae 


而 fero. 为 简单 计 ， 我 们 只 讨论 方程 (2.1.1) 之 具 齐 边 值 条 件 


uka =0 (2.1.2) 


A 


的 Dirichlet 问题 . 假如 所 给 边 值 条 件 为 


= g(x), (2.1.3) 


a = 
an 


而 g(x) 在 全 上 适当 光滑 ， 则 可 代替 方程 (2.1.1) 而 考虑 关于 u(z) 一 g(z) 的 方程 ， 
它 仍 是 一 个 Poison 方程 ， 只 不 过 右 端 换 成 了 另 一 个 函数 . 
2.1.1 PREHES 


假设 we C (0) 是 方程 (2.1.1) 的 解 ，w ecr 是 任 一 函数 ， 将 4 代 和 人 方程 
(2.1.1), 两 端 同 乘 以 o, 然后 在 Q 上 积分 ， 便 得 


- [Au waz = f peas. (2.1.4) 


通过 分 部 积分 可 将 左 端 积分 中 加 在 u 上 的 导数 运算 部 分 地 或 全 部 地 转移 到 p E. 
事实 上 ， 由 于 o 的 支 集 全 在 Q N, RIA 


- f Au: var 
Q 


- f Pa | va-vods = { Vu. von 
aa Ön n n 
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ef / 
= ds — | uApdz=— | uApdr, 
Í. “n a oP a oP 


其 中 m 为 99 的 单位 外 法 向 量 . 因此 ， 式 (2.1.4) 可 改写 为 
f Vu- V odz = f fpdz, (2.1.5) 
[$] n 


a 一 Í uApdr = f fods. (2.1.6) 


这 表明 , # u € C2(Q) 是 方程 (2.1.1) 的 解 ， 则 对 任何 e & Cra), 积分 等 式 (2.1.5) 
和 (2.1.6) 都 成 立 . 

反之 ， 若 对 任何 p ecra), 函数 u 8 C2(Q) 满足 积分 等 式 (2.1.5) 或 (2.1.6)， 
人 鲁 推 可 去 便 可 得 到 式 (2.1.4), BI 


/as ~ f)edz = 0. 


由 于 此 式 对 任何 8 cro) 都 成 立 ， 根 据 o 的 这 种 任意 性 ， 由 此 便 可 推断 (读者 
可 自行 证 明 ): ESA, 一 Au 一 了 =0, 即 函数 和 是 方程 (2.1.1) 的 解 . : 

值得 注意 的 是 ， 为 使 积分 式 (2.1.5) 有 意义 ， 只 须 u € HO), 而 为 使 积分 式 
(2.1.6) 有 意义 ， 则 只 须 u € 9). 我 们 自然 把 对 任何 o e Co (Q) 满足 积分 等 式 
(2.1.5) 或 (2.1.6) 的 函数 u € H1(Q)(u € L2(0)) 理解 为 方程 (2.1.1) 的 一 种 广义 的 
解 . 

ES 2.1.1 Ag ue HO) 为 Poisson 方程 (2.1.1) 的 绊 解 ， 如 果 对 任何 
p ECE), 积分 等 式 (2.1.5) 部 成 立 ， 

注 2.1.1 AACA & H 中 还 是 稠密 的 ， 故 著 对 任何 PE CrN), 积 
分 等 式 (215) MRE, HAET pe HiO), A (2.1.5) 也 成 立 . 

利用 积分 等 式 (2.1.6), RIT I E X —FhH SB B R. MERTE (广义 函数 
意义 ) 下 满足 方程 (2.1.1) 的 函数 .我 们 不 准备 讨论 这 种 能 解 ， 

为 了 定义 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) MRAR, H RAZER 
它 在 某 种 意义 下 同时 还 满足 边 值 条 件 (2.1.2). 我 们 在 141 节 中 已 经 知道 ， 五 6(9) 
中 的 函数 广义 地 取 零 边 值 ， 可 见 下 面 的 定义 是 很 自然 的 : 

定义 2.1.2 k% u C HiO) X Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 
HAM, HREH oç € CrO), 积分 等 式 (2.1.5) 成 立 . 

注 2.1.2 有 具 非 齐 边 值 条 件 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.3) 的 弱 解 可 定义 为 
HiO 中 这 样 的 函数 u, 它 对 任何 e € CrO, 满足 积分 体式 (2.1.5), E u —g E 
H¿(Q). £ g e HHN), RBA (2.1.5) 知 ， 对 任何 o E CS), Bu =u- g 满足 


hve - Vedr = ft — Vg : Ve)dz. 
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对 于 某 些 特殊 形状 的 区 域 O, 我 们 可 以 通过 构造 Green 函数 来 求 得 Dirichlet faj 
题 (2.1.1), (2.1.2) 的 显 式 解 . 但 这 种 情形 毕 竞 很 少 . 对 于 一 般 的 区 域 O, 我 们 只 
从 理论 上 来 探讨 它 的 可 解 性 ,论证 可 解 竹 的 方法 很 多 ， 本 节 介 绍 其 中 的 一 种 ， 称 之 
为 变 分 方法 ， 应 用 恋 分 方法 得 到 的 是 弱 解 . 然而 ， 在 关于 30 和 /的 更 强 的 条 件 
焉 ， 可 以 证 明 弱 解 的 正则 性 ， 从 而 进一步 得 到 古典 解 ( 见 82.2). 


2.1.2 ”将 问题 转化 为 求 相应 泛 函 的 极 值 元 
先 让 我 们 考察 如 下 的 有 限 方程 


h(z) — o = 0, 


其 中 Aa) 为 有 R 上 一 连续 函数 ，a € R 为 一 给 定常 数 ， 设 Hz) 为 h(z) RER. 
令 
(z) = H(z) — oT, 
则 原 方程 的 解 恰 是 @(z) 的 稳定 点 (临界 点 ) 如 果 lim Ə(z) = +oo, WJ Dle) # R 
上 必 有 极 小 值 点 zo, 它 便 是 原 方程 的 一 个 解 . 

上 述 例子 表明 : 解 有 限 方程 的 问题 可 归结 为 求 相应 函数 的 极 值 点 (其 实 只 须 求 
其 稳定 点 }. 数学 上 一 个 重要 发 现 是 ， 这 一 思想 适用 于 某 些微 分 方程 的 边 值 问题 . 
按照 这 一 思想 ， 为 了 求解 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2), 首先 (也 是 关键 ) 就 要 找 出 
与 之 相应 的 泛 函 ,而 将 问题 转化 为 求 这 一 泛 函 的 极 值 元 , 也 就 是 使 这 一 泛 函 取 极 值 
HAR. 这 一 泛 洱 正 是 


J(u) = ; f |V>|2dz 一 上 fudz, 
EF V 为 n 维 梯度 算 子 ， 即 
{ð ð 8 
= (E a) 
BA J(v) 对 所 有 we HO 有 和 定义. 由 于 我 们 要 求 的 是 满足 齐 边 值 条 件 (2.1.2) 的 
解 ， 因 此 我 们 在 Hi) 中 去 求 Jie) 的 极 值 元 ， 


it u c H¿(9) 为 泛 函 天 在 N 上 的 极 值 元 ， 比 如 极 小 元 ， 让 我 们 来 观 
察 它 将 满足 什么 条 件 ， 对 任 一 pe CF(Q) 和 eR 有 4+ep € HO). i 


F(e) = J(u + ep) = zf [V(u + ep)|?de — f fu + ep)dz. 
AA u EZA Ja) 在 H 上 的 极 小 元 ， 作 为 上 的 普通 函数 ， F(e) EE e = Q 


时 取 极 小 值 . 于 是 应 有 
F'(0) = 0. 
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经 简单 计算 便 知 
F'O = va:vedz- | fpdz. 
Q Q 


这 表明 对 任何 p e OP(O), u 满足 积分 等 式 (2.1.5), 即 u WEE (2-1.1), (21.2) 的 
` 5548. 

假如 极 值 元 & c CO), 则 如 前 所 指出 ， wu 在 通常 意义 下 满足 Poisson 方程 
(2.1.1). 

综 土 所 述 ， 我 们 证 明了 

命题 2.1.1 Su e HM AAi Jle) ë HU 上 的 极 值 元 , A uZ Poisson 
方程 前 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 弱 解 ; 著 极 值 元 ucin) 则 u 在 通常 意 
义 下 满足 Poisson 方程 (2.1.1); PHA u € C2(Q) r C(Q), M| u 是 Poison 方程 
前 Dirichlet HÆ (2.1.1), (2.1.2) 的 吉 典 解 ， 


2.1.3” 泛 苑 极 值 元 的 存在 性 


AEZ A Jiv) 在 HANO) 上 取得 极 小 值 ， 首 先 证 明 

引 理 2.1.1 i ferg), W| š Jw) 在 HL(Q) 上 有 下 界 . 

证 明 由 Poincaré 不 等 式 (1.2.8 节 ) AH e 的 Cauchy 不 等 式 (1.1.1 35) 知 ， 
对 ve HUQ) 有 


dJ) = f [Vedz — f fod 
2 Jo Q 
> 二 var— f (erir) dz 
2u Ja n2 2E 
=i í1_ 2-1 Í Pa 
=; ( e) f e FE 


其 中 u > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 ， = > 0 为 可 任 取 的 常数 ， 假 如 取 es 
则 由 上 式 得 


了 


1 
H 
H )> > Í Pas 
uj 之 Z Ja 2, 


BA J(v) 的 下 方 有 界 性 于 是 得 到 了 证 明 ， 
ZA Jo) 既然 有 下 界 ， 就 有 下 确 界 . 按 下 确 界 的 定义 ， 必 存在 w E HM. 使 
得 
im. J(uk) 一 nb) Jw). 
(ux) FRAZE J(u) 的 极 小 序列 . 
5[ PR22412 u J(w) 的 极 小 序列 {ur} 中 存在 弱 收 敏 子 序列 {uh 


uk >u (¿— o) FHL), 
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这 里 “一 $ Wk k. už 二 (人 0) 中 某 一 函数 ， 
证 明 因为 极限 im J(u) 存在 ， 故 存在 常数 M > 0, 使 得 |7(wx)| < M. 利 
用 带 = 的 Cauchy 不 等 式 和 Poincaré 不 等 式 ， 我 们 有 


f |Vux|?dz =2 f fuxdz + 2J (ug) 
n p 
<e f udz+ f f?dz + 2M 
f E JO 


<en f |VusPae + 2 f Pan + 2M. 
n E JQ 
1 4| 
Ht e= x 便 得 到 
f IVuk|2dz < 1 f |Vux|?2dz + 2u f 六 dz + 2 M. 
Q 2 Ja n 


从 而 
f [Vur dz < 4p f Pdz + AM. 
Q n 


再 利用 Poincaré 不 等 式 ， 进 而 又 得 到 
utdr < a? Í jar + 4M. 
Q Q 


圭 面 二 式 表 明 ， {u} AAE HAO) 的 一 个 闭 球 中 ， 而 H 中 的 任何 闭 球 都 是 弱 
紧 的 ， 故 {we} 中 存在 HiO PARAK TIFA. 
3 引 理 2.1.3 J(u) 在 H¿4(Q) PA THEE, pat Hi) T£ E ëk $ 
到 (uk), Æ 
vy (k— o0) FHN), 
则 
J(e) < Jim J (vx). 
证 明 由 L2 wR TEER, RITE 
f va < lim f |Yo, dz. 
i 天 一 co J í; 
又 由 {vx} 的 弱 收 敛 性 ， 有 


/ost = | fods. 


im Jü) = m Í lvenlde — lim f ods 
k—+oo 2 p00 dn k= jo 
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>3 | [Ve ds- f fode = Jü). 
2 Jn a 


命题 2.1.2 对 任何 f e LN), 28 Jw) 在 HO) 上 有 极 小 元 存在 ， 
证 明 根据 引 理 2.1.1, Jiv) 在 HEO 上 有 下 界 . 设 {ur} W Je) 在 Hil) 上 
的 极 小 序列 ， 由 引 理 2.1.2 知 ， (sk) 中 存在 弱 收 盆子 序列 {ur} 设 其 弱 极 限 为 u- 
v) 在 HNO) 中 的 弱 下 半 连 续 性 包含 


inf J(u) < J(u) < lim J lim Jlun) = inf J 
aa TO) (u) Hm (ur) = lim J(ux,) a (v), 


故 J(u) = J(e). 


R) 
2.1.4 弱 解 的 存在 惟一 性 
定理 2.1.1 ”对 任何 f e LN), Poisson 方程 前 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 
恒 看 在 惟一 的 弱 解 ， 
证 明 弱 解 的 存在 性 联合 命题 21.1 和 命题 2.1.2 即 知 . 只 须 再 证 弱 解 的 惟一 
性 . Uhuy, us € HA) 为 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 两 个 弱 解 ， 则 由 弱 解 的 定 
义 及 Cg 在 H 中 的 稠密 性 ， 有 


J Vu: vodr = | fods, yeH) (ü =1,2). 
n 各 


令 tut = u1 — H2, 则 

/ Vu- Vgdr =0, pE HEA). 

n 
SBY p = u EE 

f |Vu|2dz = 0. 
0 
由 此 知 Vu = 0 ae 于 Q, 进而 利用 齐 边 值 条 件 可 推出 u — 0 ae + Q. 此 事 也 可 
利用 Poincaré 不 等 式 
J ae < Caso) f IVuPas =0 
K. n 


来 推断 . 


82.2 Poisson 方程 弱 解 的 正则 性 


通过 变 分 方法 得 到 的 弱 解 ， 只 是 H) (Q) 中 的 一 个 函数 .本 他 研究 弱 解 的 正则 
人 竹 . 盖 分 方法 是 研究 解 的 正 烈性 的 一 种 重要 方法 ， 其 基本 精神 就 是 通过 研究 函数 
的 差 商 来 得 到 函数 的 可 微 性 ， 足 管 这 种 方法 可 用 于 一 般 线性 椭圆 型 方程 , 但 为 了 使 
急 述 更 篇 明 ， 以 便 读 者 更 清晰 地 掌握 方法 的 基本 思路 ， 我 们 仅 就 Poisson 方程 来 讨 
iÈ. 
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2.2.1 差分 算 子 


我 们 先 来 介绍 差分 算 子 的 概念 . 
定义 2.2.1 Hul) 为 R" Lh. i 


u(z + hei) — u(z) 


i = 


其 中 e; 为 mi 方向 的 单位 方向 向 量 ， 而 称 A; 为 洛 着 mi 方向 的 差分 算 子 . 

命题 2.2.1 ”差分 算 子 具有 如 下 的 基本 性 质 : 

(i) AL HERAT AY = 一 Ai n 即 对 任何 具 紧 支 集 的 D2 spin ik f(e), 
gir) 有 积分 等 式 


f fiz)Ai g(r)dr = -f g(z2)A Ë , f(z)dr; 
R” px. 


(ü) A 529 LT 2 23860, Ép3fttFT85 T R 2 Ë u, 都 有 

DAiv = Af D;u (j=1,2,.-: n); 
(ñi) ARHED 24 22 

A) (f(z)9(z)) = Al f(z)Tig(e) + f(z) AL gr), 
其 中 TA 为 zi 方向 的 殉 位 算 子 ， 即 
Tiu(z) = u(z + he;). 

证 明 留 给 读者 . 
我 们 还 需要 关于 Sobolev 空间 函数 差 商 的 下 列 重要 性 质 . 
命题 22.2 RACR 是 一 区 域 ，p>1,1<ign. 
(i) itu Ee W.P (Q), Y CC Q. 则 对 充分 小 的 |h| > 0, 有 Aku € R), LA t 


下 估计 式 
Albury < Dulle; 


(ü) tu € zf 并 假定 存在 帝 数 K, 使 得 对 Q' cc G, 当 |h| >0 充 分 小 时 ， 
m 
Ajkule) < K, 


3 P K 5 h AX. N| Da € DN) 且 有 如 下 估计 式 


| Piano < K. 
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证 明 (i) ABU u ec (Manawa). 我 们 有 


， . %u[zr + he) — ulr 

sjua = E t ba) =u) 

=, Í iT1 ,Pi 1 Ti 9, Lipi, s Za)df. 
0 


利用 Holder 不 等 式 ， 可 得 


. 1 h 
lut) < Dla man t 0,zaa s mayas 


EY 上 积分 便 得 到 
f Ai .(2)|P dz: 
O 


1 h 
Saj f f |D;u(zi,: ° Til £i +Ë, Ti+; t aaa 
0 w 
1 h 
Sj f f [Diu{æn : 1 Ti-l, Ti, Tipli , za) P dzd0 
0 m 
[zi 
=f [Diulz1,-. "Tl; Tís Titli `" ° ° En) Pde 
n 


< f |Diu(z)| Pdr, 
2 


式 中 NYa = (z € R”; dist(z, Q”) < |h|) c Q, 4 | 加 充分 小 时 于 是 , 当 we C1(0)n 
WiP) 时 我 们 证 明了 结论 ， 通 过 通 近 就 可 推广 到 任意 u € W127?(0). 

(ü) EEO) 中 有 和 界 集 的 弱 紧 性 知 ， 存 在 序列 {hx} MEER lelea < K 
的 函数 v € LPN), 使 得 对 任何 p eop), 有 


f Sinds = f pudr. 
do 0 


H 
f MO Udg = -f 4A p, pdr 一 -f * D; edz., 
w w w 
故 
f pudr = -f uD;pdz. 
w w 
EJ v = Diu. 


类 似 地 可 以 证 明 
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命题 2.2.3 RCR 是 一 区 域 ，p>1,1&i<n. 

(i) itu e W1p (Ri rnQ), Y cc Q. 则 对 充分 小 的 || > 0, 有 Alu € LRN’), 
B Ae T kit Á 

lAbul erm Ne < || D;u|| zao): 

(ü) iu £ LP(R2 NN), RZ 64 S $ K, 使 得 对 Y cc Q, 5 jh > 0 充分 小 

时 ， 有 
[Agull rca ne) < K. 

其 中 K 5 h ZX. B| Du E LR n Q), RAP F 451 Á 


Div ern) < K. 


2.2.2 ”内 部 正则 性 


现在 我 们 讨论 Poisson 方程 弱 解 的 正则 人 性 . 先 讨论 内 部 正则 性 . 

TH 2.2.1 设 fe LN), u e HI(N) 为 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
(2.1.1), (2.1.2) 的 弱 解 ， 则 对 任意 的 子 区 域 人 cc 0, 有 u € KRY), LA tit 
式 

lulle < C (lelem + Flle), 


其 中 C 为 仅 信 囊 于 空间 维 数 n Q' 到 80 6638 dist[07/ 00) 的 常数 . 
证 明 对 固定 的 人 Ycc Q, iz d = zdist(, n). 取 Q 上 相对 于 Q' 的 切断 因 
F Mz) € C$° (Q), 满足 


Og<mMr) 1 mwz)=1-+ Q, dist(suppm,89) > 2d. 
由 能 解 的 定义 及 Cr) 在 H) 中 的 稠密 性 ， 我 们 有 
f Vu- Yodz = f fodr, Yee H)(Q). 
0 2 


取 关 满足 0 < |h| < d, G p = Ai (PAiw), 则 dist(suppp, 20) > d, T u e HEO), 
故 we HNO). 代入 到 上 面 的 积分 等 式 中 ， 得 


f Vu- VAL MPA udr = f JAL OP ALu)dz. 
n 全 


利用 差分 算 子 与 微分 算 子 的 可 交换 性， 以 及 差分 算 子 与 它 的 共 罗 算 子 的 关系 (命题 
2.2.1), 可 以 将 上 述 积分 等 式 改写 成 


f VAju V(r Ahajdz = f JAL (PAi ujde. (2.2.1) 
n n 
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由 命题 2.2.2 (i), 有 
[IPAP f A (Aiu dr 
O supp 
< f ipenaluyPas < f (Vo Ahu) dz 
Q a 
-f YAiv + Ai uVn|? dz 
o 
< f pevaiupPan+2 Í (Ai uV g| dz 
n n 
< f mvAiupan+8 Í Vg Ai u| dz. 
2 Q 
于 是 由 式 (2.2.1) 并 利用 带 = 的 Cauchy 不 等 式 ， 便 可 得 到 
J vayas 
n 
= -2f Aiuvn VAude + Í JAL OPA udr 
9 Q 
< f V ALuPds + 4 f (Vn lA ul dr 
4 Jo Q 
+š f Ak PAu) Pde + 2 f Paz 
8 Jo Q 
s; Í rlvAaiuPde+5 Í JoplAjePac+2 Í Paz. 
2 Jo Q Q 


从 而 
f PTA u ?dr < 10 f (Vn lA udr + 4 f f'dar. (2.2.2) 
n n O 


再 利用 命题 2.2.2 (i). 可 得 
f (Vn? Ahul dr < C f Ai u |24x 
iti suppr 


<C f |D:u|?*dz < C J [Vu] dr. (2.2.3) 
R n 


这 里 及 以 后 ， 我 们 经 常用 C 代表 仅 与 某 些 已 知 量 有 关 的 常数 ， 它 可 以 在 不 同 的 地 
方 取 不 同 的 值 .联合 式 (2.2.2) 和 式 (2.2.3), 我 们 得 到 


f |A} Vulder <C f [Vu|2dz + C f f2dz. 
w n Q 


最 后 ， 再 应 用 命题 2.2.2 (ii), 即 可 得 到 定理 的 结论 . 
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推论 2.2.1 it ue Hi) A Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 
HA. AFEN EER k, f e Hk(Q), 则 对 任意 的 子 区 城 Y cc 0, ue BN), 
LAHA, 

lulla < C (lelana + Iila) 
其 中 C 为 仅 依 头子 非 负 整 数 ,空间 维 数 n te Y 到 an 的 距离 disiò, an) 的 党 
数 ， 
证 明 Ú k— 1. 由 弱 解 的 定义 ， 有 


f Vu- VDipdz = f Jpipdz (i=1, n), Yg € CF0). 
£: n 


既然 由 定理 2.2.1 知 对 任何 Y cc O, 有 we E0), 又 由 假设 了 e H9), 我 们 就 
可 对 上 式 实行 分 部 积分 ， 而 得 到 


f Du- Veda = | Dif -pda 6G=1 n), Yg ECPN). 
Q [$] 


这 表明 Diw 是 方程 
—Au= Df (=1,..,n) 
的 弱 解 . 于 是 对 Diw 应 用 定理 2.2.1 就 可 断定 对 任何 Y cc 0, Diu e HN) BE 
估计 式 
上 alaston < C (lulle + Aila) - 

依次 类 推 ， 利 用 归纳 法 即 可 完成 推论 的 证 明 ， 

推论 2.2.3 # feH Oh m k > > 则 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) é5 88 
解 岂 于 和 9 内 在 通常 的 意义 下 满足 方程 一 Au = f(z). 

证 明 根据 推论 2.2.1, HERAT O cc QO, ue HEH), 而 根据 种 入 定 


M, 34 k> zit HHM) o Ca) tr 0 <o < 1— Z 


2.2.3 近 边 正则 性 
命题 2.2.4 ANCR- AREA, IN E02, 又 设 20 ED, y= (m) 为 
局 部 术 平 映射 ( 见 1.1.7 节 ), u 35 Poisson 74 (2.1.1) 的 弱 解 . 则 f(y) = u( 10) 
是 方 各 
-E (aum) = 0), ve pt = Bro (2.24) 
5858. PEN pe CSS(BT), 各 下 积分 等 式 成 立 


j. aslo gew = fa fy)p(y)ay. | (2.2.5) 
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这 里 重复 指标 代表 从 1 2] n K +, 
(à; (Y) nxn = JUP (D (uT (w y), 


f(u) = IFO (9), 


EP r= Hy) 表示 映射 y = 'jb(z) ijik, Jy) 表示 映射 z = Yy) 的 
Jacobi 行列 式 ， 更 '(z) Raih y = P(e) i PHH, V(r 为 V(r) 的 转 
x. 

证 明 留 给 读者 . 

定理 2.2.2 2 f € 12(0), u € Hi) 为 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
(2.1.1), (2.1.2) 的 弱 解 .车 3N c C2, 则 对 任意 的 z? c 00, 存在 z? 的 一 个 邻 域 
U, $4 uc H2(U nQ), 且 有 估计 式 


llullana, < C (lelene + Ifl), 


其 中 C 为 仅 依赖 于 空间 维 数 nte QO U 653 PE. 
证 明 由 命题 224 知 ， 存 在 z 的 一 个 邻 域 U, 和 一 个 C2 Juj miph h 更 : 
总 一 B.(0), 使 得 
TNN) = BY = Br (9), 


YH NSN) = IBE N [wisa = 0]. 
E åy) = (tt) 是 方程 (2.2.4) 的 弱 解 ， 即 对 任何 e e CBI), 式 (2.2.5) 成 
X. 

先 对 切 向 导数 Dal < í < n) 进行 估计 ， 考 虑 B 上 相对 于 B 的 切断 因子 
ny) 并 令 o = At (Aii). 则 由 ul) € HHO) 可 知 ply) e HEBT). 因此 ， 我 们 
可 以 在 式 (2.2.5) 中 取 y 作为 检验 函数 ， 即 

. ða 9 i* íA 
j. dy Dig |a; (AL) dy 
= f FUAR (P Aka)dy 
HAŽIATSADATHT Zkt, 以 及 差分 算 子 与 其 共 罗 算 子 的 关系 , 我 们 有 
Ls CPA 
= / FOAR PAL)dy. 
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由 差分 算 子 的 乘积 性 质 ， 有 
í Ot . 8A:4 f n 
Af (tug) = Ma E tao 


由 于 8Q e C2, 故 ây e C1, 从 而 存在 常数 M > 0, 使 得 Ai (aa) < M. 利用 类 似 于 
内 估计 的 方法 ， 我 们 可 以 证 明 


f |A Väl dy < C f |V&l2dy + C f f? du. 
B+ B+ Br 


1/2 


于 是 由 命题 2.2.3 可 知 ， 对 任何 1 < í < n, 1 < ; < n, 


大 | 


将 式 (2.2.5) 改写 为 


Pù 
ðy:ðy; € L2( B (Bo), HAt, 


dy < C Ja [Vil dy + C fo P dy. (2.2.6) 


=Í ? _ 有 DY 
= f. Joron- y` zL s n E, 


itj<2n 


右 端 第 二 项 经 分 部 积分 ， 可 得 
. ü dp 
fat dnn By Dya 
= f. (w > 总 区) plyjdy. 


HA o E CBE) 的 任意 性 和 式 (2.2.6) 便 可 推 知 


a (es. 让 ) E 2 (BT). 


L, 


这 表明 åy) € H2(BL,). EAR BLEJEUOR z, 并且 令 U = p 1(Br,), WA 
u € RUNY, 且 满 足 定理 中 的 估计 式 . 
类 似 于 内 部 正则 性 ， 我 们 也 有 


2al? 


dy < C f (Vialay + C f fdy. 
Bf B+ 
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推论 2.2.3 {it u € Hi(9) 为 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 
弱 解 ， 若 对 某 非 负 整 数 k. an e Ctt, f e HE(Q). 则 对 任意 前 20 c ƏQ, 存在 2 
的 一 个 都 域 U, ## f$ = e HEHU n Q), 且 有 估计 式 

lulang < C (lelle + IF)» 
其 中 C 为 仅 依 赖 于 空间 维 数 n 和 QOU 的 常数 ， 

推论 2.2.4 £ aN e Ct, feH), J k > S 则 对 任意 的 zc 89, 存在 
zO bhAa U, 使 得 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 66 88 8@ u 8 C2o( 信 门人， 其 中 
0<e<1- x: 
2.2.4 全 局 正则 性 

为 了 得 到 弱 解 的 全 局 正则 性 ， 我 们 适当 选取 Q 的 有 限 开 覆盖 ， 并 依据 这 个 开 
材 盖 对 解 进 行 分 解 .为 此 ， 我 们 要 用 到 单位 分 解 定理 (1.1.4 节 ). 

定理 222.3 设 f c P2(Q0), u € HHO) 为 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 
(2.1.1), (2.1.2) 656 88 f. 车 8N e C2, A] u E H2(Q), 且 有 估计 式 

hullam < C (julla + lea) (2.2.7) 


其 中 C 244 4k 30 T E B| Pk k n 和 Q hR. 

证 明 对 每 一 个 zx? E 89, 由 定理 2.2.2 知 ， 存 在 z9 的 一 个 邻 域 U(z9), 使 得 
u € B2(U (z) n Q), 上 且 有 估计 式 

lellara < C (lelle + Ifl). 
根据 有 限 开 覆 兽 定理 ， 在 所 有 这 些 邻 域 中 存在 029 的 一 个 有 限 开 获 盖 i,.… ,Uw. 
FK=0\ U U,. 则 K 为 闭 集 ， 于 是 存在 子 区 域 Uo Cc ,使 得 U, 5 K. 根据 定 
H 2.2.1, Æ u c H? (Uo), 且 有 估计 式 
lelau < C (lella + Flle) - 


由 单位 分 解 定 理 ， 我 们 可 以 选取 从 属于 Uo, Ui, e ,UN 的 单位 分 解 T.T... N, 
使 得 
Osmi, Yzel; (i=0,1, , N). 


N — 
5 ri = 1, zE. 
iZi 


于 是 
|N N 
llul| zato = Y mu < 5 imulo 
i=0 HA (m) += 
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<C (ful na + Ifl). 
3221 在 定理 0923023, —3# 
lela < CIl, (2.2.8) 
其 中 C 为 仅 依 赖 于 非 抽 整数 大 空间 维 数 n 和 Q 65 9 FE. 
证 明 由 弱 解 的 定义 及 CP) 在 H¿(Q) 中 的 稠密 性 ， 我 们 有 
[ va- voas = | fods, ve e HEN). 
2 Q 
取 p =u, 并 利用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 和 Poincaré 不 等 式 ， 可 得 
/wapa= f fudz 
Et n 
E 1 
<$ f 25 + x Í Paz 
1 
<H Í vua + s= f Paz, 


其 中 4 > 0 Æ Poincaré 不 等 式 中 的 常数 ， 取 。 = s 便 得 到 


2 2 
J sa a<, Í f dz. 
利用 Poincaré 不 等 式 ， 还 有 


f wa < Í fdr. 
2 p 


lelama < Cf ilea. 

IRAI (2.2.7) 就 导出 式 (2.2.8). > 

在 定理 2.2.2 的 证 明 中 .对 于 法 方向 的 二 阶 导数 s= 的 估计， 我 们 是 利用 方程 
和 切 向 导数 的 佑 计 而 得 到 的 , 对 于 更 高 阶 的 导数 的 估计 ， 我们 也 可 以 反复 地 应 用 方 
程 来 得 到 关于 法 方向 的 高 阶 导数 的 估计 . 这样 便 可 以 证 明 

定理 2.2.4 iuec Hl(Q) 为 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 
BA., HIAR k, Ən E crt, Fp ce H), W| u € HH, 且 有 舍 计 式 

lella < C (lallan + Illea) 

其 中 C 为 仅 依 赖 于 非 负 整数 k, 室 间 维 数 nn 和 Q 的 常数 . 

作为 这 个 定理 的 一 个 直接 推论 ， 我 们 有 

定理 2.2.5 i u € 于 (人 为 Poisson 方程 前 Dirichlet 问题 (2.1.1), (2.1.2) 的 
Be. # OQ E Ce £ e Co 人) WJ u e C°° (Q). 


联合 上 述 两 个 不 等 式 ， 便 得 
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§2.3 一 般 线性 椭圆 方程 的 [7 理论 
现在 转 到 如 下 的 一 般 散 度 型 线性 椭圆 方程 
Lu = —Di (ai; Diu) + b; D;u + cu = f + DF, (2.3.1) 


其 中 aig, bic E Lee(Q), f 8 LO), F ELN), ag = aa, (ag) 满足 一 致 椭圆 性 条 
件 ， 即 存在 常数 0 < < A. 使 得 


AEP < a;y(z)68; < AEP, WE e Rn. ze Q. 


这 时 , 我 们 称 方程 (2.3.1) A-AA AATE. 和 前 两 节 一 样 , 我 们 只 讨论 方程 (2.3.1) 
之 带 齐 边 值 条 件 
=0 (2.3.2) 


的 Dirichlet [F| E. 
注 2.3.1 车 给 定 的 边 信和 条件 为 


ul =9 


其 中 gE (Q), IA w = u— g, 而 由 方程 (2.3.1) 可 得 到 关于 x 的 方程 
L = Í + DŽ, 
其 中 
f=f-—bDg-c, F= f’ +agDig. 
而 w 满足 的 就 是 齐 边 值 条 件 了 ， 


# u c C2(Q) 为 方程 (42.3.0 的 解 ， 以 任意 o e C6° (Q) 乘 (2.3.1) M, RAE 
Q 上 积分 ， 经 分 部 积分 可 得 


f (aiy Diu. Dip + b: D;u ' p + cue) dz 
n 
= f (fe — F Dip)dz. (2.3.3) 


FZ, # ucan), 旦 对 任何 e € Co (Q), 积分 等 式 (2.3.3) 都 成 立 ， 则 在 通 
HALT u 满足 方程 (2.3.1). 

类 似 Poisson 方程 的 情形 ， 我 们 可 引进 方程 (2.3.1) 的 弱 解 的 概念. 

定义 2.3.1 RR u C HO) 为 方程 {2.3.1) 的 弱 解 , 如果 对 性 何 p £ Cs (Q), 
PFA (2.3.3) 都 成 立 . RETA ue HN), W u 29 Dirichlet HÆ (2.3.1), (2.3.2) 
65 88 84. 
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2.3.1 变 分 方法 


前 面 对 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 使 用 过 的 变 分 方法 ， 可 推广 应 用 于 bi = 
0 (š =1,:- an) 时 的 方程 (2.3.), 即 方程 


_D, (aj Diu) + eu = f + Di f*, (2.3.4) 
W AAN PB A 
Jæ) = ; Í. (ai; Diw : Djv + cu’) dz — Í (fu — F° Dw) dz. 


类 似 命题 2.1.1, 容易 证 明 

命题 2.3.1 Æ u c HQ) Ah J(v) 在 HQ LAEL, N| ú 是 
Dirichlet 问题 (2.3.4), (2.3.2) 6539888. EEA u € C2(9), M| u 是 Poison 方 
程 (2.3.4) 的 古典 解 . 

还 可 以 证 明 与 命题 2.1.2 类 似 的 

命题 2.3.2 ”存在 常数 co < 0, 使 得 当 c 之 co 时 ， 对 任何 了 Ee IL2(0) 和 fie 
12(0), 8 ñ J(u) 在 HO) 上 有 极 小 元 存在 . 

为 证 命题 2.3.2, 首先 要 证 明 泛 函 Jo) 在 HiO) 上 有 下 界 . 根据 椭圆 性 条 件 ， 
Poincaré 不 等 式 和 带 < 的 Cauchy PEA, XI oec HHO, 有 


Jw)? 2 Voar +2 f var- £ sS v?da 


1 S pa- f mapai f ppe 


0 vdr + 1 jo f u? dz 


EF = > 0 为 Poincaré 不等式 中 的 常数 . 可 见 只 要 < > 0 取得 适当 小 ， 


e> 0, 而 co < ORE ČTE +a = > 0, 则 上 式 右 册 第 一 项 是 砷 负 的 ， 从 而 知 yu) 
在 HO) EA FR. 

此 外 还 要 证 明 J(v) 的 弹 下 半 连 续 性 这 可 由 下 面 的 引 理 得 到 ， 而 这 一 引 理 可 
由 文献 [15] 的 第 3 章 定理 3.1 HEH. 
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引 理 2.3.1 3 p2 1,40 X R" LATARA h hk. LA 


pE) 
R itep tO 


Lik uk 在 W1:P(Q) P 358 8k F u, 则 
f Wuds < im | Wp Vuk dz. 
mn k—oo JO 


联合 命题 2.3.1 和 命题 2.3.2 便 得 到 Dirichlet 和 问题 (2.3.4), (2.3.2) 弱 解 的 存在 
fE HUF Poisson 方程 的 情形 ， 弱 解 的 惟一 人 性 也 容易 证 明 ， 总 之 我 们 有 

定理 3.3.1 存在 常数 co < 0, 使 得 当 e 2 cott, HET fer) # f€ 
L2(Q), Dirichlet 问题 (2.3.4), (2.3.2) 恒 存 在 准 一 的 独 解 ， 

注 2.3.2 #c20, ZR 2.3.1 的 条 件 自然 满足 ， 


2.3.2 Riesz 表示 定理 的 应 用 


关于 Dirichlet 问题 (2.3.4), (2.3.2) 弱 解 的 存在 性 定理 (定理 2.3.1) 也 可 以 应 用 
Riesz 表示 定理 来 证 明 ， 

Riesz APE it Ru) 为 Hilbert Zi) H 上 的 有 界线 性 泛 画 . 则 存在 惟一 
Š) u € H, llull = Fl], 使 得 


F (a) = (u,v), vo € B. 


其 中 (. ，.) 为 空间 H 中 的 内 积 . 
为 了 应 用 这 一 定理 来 证 明 Dirichlet 问题 (2.3.4), (2.3.2) BERETE, RITE 
HiO) 中 引进 新 的 内 积 ; 


(u v) =f (aij; Diu: Djv + cuu) dz, 
Q 


EAE 3628 |l! : lll. 容易 验证 ， 存 在 常数 co < 0, 使 得 当 c 2 co 时 ，(: , ) 关于 
内 积 的 所有 条 件 都 满足 ， 例 如 根据 椭圆 性 条 件 和 Poincaré 不 等 式 ， 对 u e HiO), 
有 


llu =a) = f (eDit Dyu + cu?) da 
>A Í |Vude+co f uaz 


>> f val det to) fu dr 


>allulli (y: 
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只 须 取 co < 0, 使 得 Ž +o > 0, 这 里 p > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 ， 


s= mn, Š tot MEMM uton, (uu) > 0 关于 内 积 的 其 他 条 件 显然 
满足 
又 显然 存在 常数 8 > 0, 使 得 
lell? < Allele: 
m 
allur < Mell? < Ba 人 seo， (2.3.5) 
即 两 种 范 数 是 等 价 的 ， 带 有 新 内 积 的 空间 记 为 P(O). 
由 式 (2.3.5) 知 
F(v) =f (fe — f: Div) dr 
n 


是 AM 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 故 按 Riesz 表示 定理 ， 存 在 惟一 的 we AO), 使 得 
(u, = Í (a; Diu: Djv + cuu) dz 
=F(%) = f (fu— f Div) da, Vu € HQ). 
n 
由 于 两 种 范 数 是 等 价 的 , 故 u E HHO, 而 上 式 即 表明 u 是 Dirichlet 问题 (2.3.4)， 
(2.3.2) 的 弱 解 . 


2.3.3 Lax-Milgram 定理 及 其 应 用 


应 该 指出 的 是 , 并 非 形 如 式 (2.3.1) 的 任何 枯 圆 方程 都 可 找到 与 之 相应 的 证 函 ， 
从 而 应 用 变 分 方法 证 明 其 Dirichlet 问题 的 可 解 性 . 当 &i (i = 1,… ,n) 不 全 为 零 时 ， 
我 们 也 不 能 直接 应 用 Riesz 表示 定理 . 这 时 需要 将 Riez 表示 定理 略 加 推广 ， Lax- 
Milgram 定理 就 是 沿 着 这 一 方向 得 到 的 一 个 颇 为 有 用 的 结果 . 

定义 2.3.2 ig aluo) 是 Hilbert ZË] H 上 的 双 线 性 型 ， 即 关于 utv 分别 
都 是 线性 的 . 

(i) a(u,ə) 称 为 有 界 的 ， 如 果 存 在 常数 M > 0, 使 得 


la(u,e)| < Mlle- llel, Yu v € F; 
(ü) a(u,u) RARA, 163 5 8 3k ó > 0, 使 得 


a(u,u) 2 ôljul?, Va e H. 
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Lax-Milgram 定理 设 a(u,u) 为 Hilbert 空间 H LAF IRA nM, 
则 对 H 上 任 一 有 界线 性 泛 函 Fo BAAR- i u € H, #4 


Fo) = a(u,9), Vu € H, (2.3.6) 


且 有 合计 i 
luii < sel 


证 明 由 于 al(w,w) 是 双 线 性 的 ， 且 有 界 ， 故 对 任 一 固定 的 we H,a(u,) Ë H 
上 的 有 界线 性 汉 耳 . 按 Riesz 表示 定理 ， 存 在 惟一 的 4u c H, 使 得 


a(u,u) = (Auv), Vu € H. (2.3.7) 


因为 a(w,v) 是 双 线 性 型 ， 易 见 如 此 定义 的 算 子 4 是 线性 的 . 它 的 有 界 性 由 oluv) 
的 有 界 性 即 可 推 知 | 
[Aull < Mllull, Vu e H. 


此 外 ， 由 alu v) 的 强制 性 可 得 
lju? < alu, u) = (Au, w) < [Aull lull Vu € H. 
从 而 
jul < Aull, Vue H, 


这 表明 4-1 存在 . 
下 面 证 明 算 子 #4 的 值 域 RC4) 是 整个 空间 H. 首先 证 明 RA 是 闭 集 , 设 {Aur} 
为 R(A) 中 的 Cauchy 序列 ， 


lim Aug = v. 
k= 


由 


Sls — wxll < J| Aw; — Ausl] 
知 {ur} 也 是 一 Cauchy 序列 ， 因 而 也 是 H 中 一 收敛 序列 . 设 
ai。 
则 由 算 子 4 的 连续 性 可 知 
in Aug = Au. 


bk Au = v, Bi v e R(A). 
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假设 R(A) Z H, 则 存在 非 零 元 素 w € H, 使 得 
(Au,w) =0, vueH. 
特别 取 % = w, 便 得 到 
(Aw, w) = alw, w) = 0, 


从 而 由 ofw o) 的 强制 性 知 ， 必 有 = 0, 矛盾 . 故 RA) =H. 
对 瑟 上 任 一 有 界线 性 小 函 Fo), 由 Riesz 表示 定理 知 ， 存 在 众 一 的 we 五 ,使 
® lel = IFI, E 
F(v) = (,u), veH. 


Ft u= Aw, WA | 
lell < AT Ioh < IFI, 
E 
F(v) = (Au,u), veH. 


与 式 (2.3.7) 联合 便 得 式 (2.3.6). 
作为 Lax-Milgrem 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 有 
定理 2.3.2 ARR co, 使 得 当 c 之 co 时 ,对 任何 E12(0), fi e 12(0)(i= 
1,.… ,n), Dirichlet 问题 (2.3.1), (2.3.2) A AIR — 888 u € HAO). 
证 明 记 
alu, v) = f (ai; Diu Djv + b;Diu - vdr + cuu) dz, 
n 
Vu, v € H)(Q). 
显然 afw 是 双 线 性 的 . 由 aj, bi c 的 有 界 性 容易 推出 alu v) 的 有 界 性 ， 
lalu, v)] 
<C Í (Val: /vol + [Vul]: lol + lal - lular 
Q 
<C (Vull Vollzato + NYwl ea : lelle 
+ lulz : lelez) 


<C fulla “jell sscm): 
此 外 ， 利 用 椭 男 性 条 件 和 带 e 的 Cauchy PEA, X ue H)(0), 有 


a(u,u) 2A[VulËseo, -C f (Vul: lulde + collela 
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a € 
>All Vulle 一 sIVullzaco) 
C2 
T Jz lulta + collullž zm 
E C? 
= (a= $) Vulta + (0 - F) elka 


Ë O < < 2À, co 2 Z, 则 对 某 常数 5> 0, 有 
alu u) 2 dal cm Yu € Hi. 


Bf afu, v) 是 强制 的 . 
如 2.3.2 节 中 所 指出 ， 证 画 


F(z) = | (fo- ba) dz 


是 HO) 上 的 有 界线 性 臣 函 . 故 按 Lax-Milgram 定理 ， 存 在 惟一 的 4 € HiO), 使 
得 
lula < SIII. 
E. 
a[u,u) = F(u), Vu € H)(Q). 

ËI u € Ha (Q) Æ Dirichlet 问题 (2.3.1), (2.3.2) RINE —53 f- 
2.3.4 Fredholm 二 择 一 定理 及 其 应 用 

定理 2.3.2 只 确立 了 当 c 2 co[ 某 常数 ) 时 Dirichlet 问题 (2.3.1), (2.3.2) 的 弱 可 
解 性 . 其 他 情形 又 是 怎样 吧 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 要 借助 于 如 下 的 【可 参看 文 
献 [14]) 

Fredholm 二 择 一 定理 4 V ž- ŽRE, A: V — V k- K 5 b Y. 
+, I£ V rúyjef M, W| FE its f r R. A -HRA 

(i) #&# zeëV. r 0, 使 得 


z — Az = 0; (2.3.8) 
Gi) 对 于 任意 yeEV, 存在 惟一 的 了 ET， 使 得 
yz — Az = y. (2.3.9) 


换言之 ， 如 果 齐 方程 (2.3.8) 只 有 平凡 解 ， 则 非 齐 方程 (2.3.9) 对 任何 ET 存在 
H-A, AEU, RAE- y E V, 非 齐 方程 (2.3.9) 的 解 是 惟一 的 ， 则 对 任何 
ye V, 非 齐 方程 (2.3.9) 的 解 存在 且 惟一 ， 

作为 这 一 定理 的 直接 应 用 ， 我 们 得 到 
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定理 2,3.3 ”以 下 两 种 可 能 仅 有 一 种 发 生 ， 
(ü) 齐 方程 的 边 值 问题 


Lu = 0. 二。 =0 


存在 非 平凡 弱 解 ; 
(ï) 对 任何 f € P(N), 7: € 12 (Q) (i = 1, 1e n), 非 齐 方程 的 边 慎 问题 


Lu = f + Di f, ul =0 


# Aie 85 A. 
证 明 根据 定理 2.3.2, 存在 常数 wo, 使 得 当 v > w 时 ， 对 任何 了 <e L2(Q), 
fe I2(0)(i = 1 …… ,n), 方程 


Lu + uu = f + Di f: 


在 BO) 中 有 惟一 弱 解 ， 即 算 子 到 +z AW {L+ l, 3EB (L +y 1 E eA) 到 
H)(Q) HERRAT. HE 


Lu=h=f+D:f 


于 是 等 价 于 

u= (L+) 1b+u(L +u) lu, 
即 

u—u(L+u) u= (L +u) h 
或 


u— Au = t, 


其 中 A= (L +u) l, = (L + u)” h 

为 了 应 用 二 择 一 定理 ， 只 须 验证 算 子 4 的 紧 性 . FXE, WORDL E $ HN) 
到 L) RART., WRITE 4 = EA. 由 于 H) 到 L2(QO) Wik A 8 i s 
的 , 而 4 是 一 有 界线 性 算 子 , 故 A = FA 也 是 紧 的 . 应 用 Fredholm 二 择 一 定理 ， 
即 可 得 到 定理 的 结论 , 
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本 章 介绍 线性 抛物 型 方程 的 L 理论 ， 类似 于 对 椭圆 型 方程 的 处 理 ， 我 们 将 首 
先 详细 研究 抛物 方程 的 一 个 疾 型 ， 即 非 齐 次 热 方程 , 最 后 简略 地 讨论 一 般 的 散 度 型 
线性 抛物 方程 . 


831 能 量 方 法 


本 节 介 绍 研 究 抛物 型 方程 的 一 种 基本 方法 — 能 二 方法 . W 0 c Rr 是 一 有 
界 区 域 ， 其 边界 99 分 片 光 滑 ， 工 > 0 为 一 常数 ， 在 区 玻 Cr = ü x (0, T) 上 考虑 
非 齐 次 热 方程 
= - Au = Fe (3.1.1) 
与 杭 贺 型 方程 不 同 的 是 ， 对 这 种 方程 我 们 不 能 在 QT 的 全 部 边界 上 加 定 解 条 件 . 一 
种 典型 的 定 解 笨 件 是 


u = giz, t), 
aor TIE 


其 中 8pQrz 表 Qr 的 抛物 边界 ， 即 Or 的 边界 去 掉 Q x (t = T} 那 一 部 分 . 求 
方程 (3.1.1) 之 满足 这 种 条 件 的 何 题 称 为 第 一 初 边 值 癌 题 ， 为 篇 单 计 ， 我 们 只 考虑 
ald o, = 0 的 情形 ， 即 定 解 条 件 为 
uz, t) = 0, (z. B) € 6Q x (0. T), (3.1.2) 
ufs, 0) = un(z), FEN (3.1.3) 
的 情形 ， 有 时 甚至 只 考虑 g(t) = 0 的 情形 ， 即 零 初 边 值 条 件 


zo, =? (3.1.4) 


的 情形 ， 当 g(z,t) 在 Qz L38324 3698608, 我 们 可 以 考虑 关于 -9 的 方程 , 而 v 一 9 
便 满 足 零 初 边 值 条件. 


3.1.1 FWE 


定义 3.1.1 fik u eW l(Qr) 为 第 一 初 边 值 问题 (3.1.1), (3.1.2), (3-1.3) 
的 弱 解 ， 如 果 对 任意 的 p EC”(@r), 下 面 的 积分 等 式 成 立 


有 (up + Vu- Vp)drdt = LN fodzdt, (3.1.5) 


E yu(z,0) = wot) a.e. 于 0. 


52 第 3 章 AMHA L 理论 


注 3.1.1 ”由 于 Cr) & Wjo(Qr) 中 稠密 ， 积 分 等 式 (3.1.5) PHARE 
数 ç 可 取 为 WI Qr) T itki. 

有 的 时 候 , 我 们 只 关心 方程 的 解 而 不 涉及 初 边 值 条 件 , 因此 有 必要 给 出 方程 弱 
解 的 定义 . 

EN 3.1.2 MÄR u cW (Qr) 为 方程 (3.1.1] 的 弱 解 ， 如 果 对 任意 的 ye 
CLr), 积分 等 式 (3.1.5) KÈ. 

注 3.1.2 TREA, # u € W2'(Qr) 为 方程 (3.1.1) 的 弱 解 ， 虽 对 性 意 gE 
C (Qy), 从 而 对 任意 y eW1(Qr), RAFA (3.1.5) le k >. 

为 了 方便 ， 我 们 常常 要 应 用 定义 3.1.1 的 一 些 等 价 形式 ， 下 面 的 命题 给 出 了 弱 
解 的 几 种 等 价 描述 . 

命题 3.1.1 uEWL (Qr) 对 任意 的 o ECm[G7) 满足 积分 等 式 (3.1.5), HE 
仅 当 对 任意 的 o ECeo( 可 7) 满足 


人 er + Vu- Vo)drdt = J fipidzdt. (3.1.6) 


证 明 u EWL (Qr) 满足 积分 恒等式 (3.1.5). 对 任 给 的 4 ecCe (Q+), 由 于 
gi SC (Gr), 故 积分 等 式 (3.1.6) 成 立 . 
BZ, ME u EWL (Qr) 满足 积分 人 等 式 (3.1.6), 则 对 任 给 的 $ eC°° (Qr), 由 


于 人 yz s)ds cE” (Q), 故 [ (z, a)ds 可 取 作 式 (3.1.6) 中 的 检验 函数 ， 从 而 得 


i J|. sasa yaaa = [Í Pas. 


HT y ETER, Sk u ERATE (3.1.5). 
命题 3.1.2 u EW3" (Qr) 对 任 癌 的 p EC (Q) 满足 积分 等 天 (3.1.5), 当 且 
RAES y eC Qr 满足 


f linpi + Vu Vpi)e "dedi = f f foe drdi, (3.1.7) 
ðr Q 
其 中 6 3 4t3k2 XQ W NK. 

证 明 u EWL Qr) 满足 积分 恒等式 (3.1.5). 对 任 给 的 p ECe Or) 由 于 
te 一 名 e= (Qr). G 


f f (u e ™ + Vu Vpe dedit = f Í fpre t dxdt, 
QT Qr 


即 积分 等 式 (3.1.7) 成 立 ， 
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反之 ， 设 u eWEt(Qr) 满足 积分 恒等式 (3.1.7)， 对 任 给 的 % EC” (Q), 考虑 
Hg plet) = p(z. tje” 一 of (Zz, sjessds. 由 于 显然 有 y ECe (Ür), 故 o 可 取 作 
式 (3.1.7) 中 的 检验 通 数 ， 从 而 得 到 


f J, (uh + Vu - Vb )dedt = f 8 fyudedt. 


H ú e” (Q+) 的 任意 性 和 命题 3.1.1, E u 满足 积分 质 等 式 ( 3.1.5). 

注 3.1.3 由 于 V(Qr) cW Qr), 而 C (O+) 在 Wr) 中 是 稠密 的 ， 
# f 8 $ & (3.1.6) 和 (3.1.7) PHEA p TRA von 中 的 任意 计数， 
3.1.2 Lax-Milgram 定理 的 一 个 变 体 

为 了 证 明 弱 解 的 存在 性 ,我 们 和 将 借助 于 类 伺 Lax-Milgram 定理 的 一 个 定理 . 首 
先 我 们 证 明 

引 理 3.1.1 Q H 32 Hilbert 25], V c HAHA, THV 
到 H 034 a K, 了 -1 E. 则 了 0625 T T* 的 值 域 为 全 空间 H, Ep 
R(T") = 

证 明 XHEASEHUEB h =ë H, EERE u € 五 ,使 得 Tu = h. 为 此 ， 考 虑 定义 
# R(T) = D(T XT? 的 定 文 域 ) LARTE 


P(z) = (h, T12), Vz € R(T} 


由 于 
IEF] = ap， |F(2)] < JAI JT, 


故 F(z) 为 R(T) 上 的 有 界线 性 证 琐 ， 从 而 也 可 以 扩张 成 为 RT) 上 的 有 界线 性 
泛 函 .因为 R(T) 也 是 Hilbert 空间 ， 故 由 Riesz 表示 定理 (2.3.2 节 ) 可 知 ， 存 在 
u € R(T), 使 得 

(u.z) = F(z) = (h,T tz}, Yz € R(T). 


从 而 

(u, Ty) = (hyh YEV, 
亦 即 

(T*u, y) = (h. Y), vy € V, 
由 于 VY EHPA, vA 


(T*u, y) = (h.y) vyeH. 
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这 表明 Tu= h. 所 以 R(T’) = H. 

Lax-Mileram 定理 的 一 个 变 体 k H $- Hilbert 23, V C H AHA 
子 空间 ， a(u,u) 为 H x V 上 的 双 线 性 型 ， 且 满足 下 列 条 件 : 

() 存在 常数 M > 0, 使 得 


lo(u, v)| < Mllulla: ely, Vu € Hv € V; 
(ü) 看 在 常数 ó> 0, 使 得 
am) 2 slol, wo € V. 
则 对 H t 4t— f LA E D P(O), AER ue H, 使 得 


Fv) = a(u,u), Vo € V. (3.1.8) 


证 明 因为 对 任 一 固定 的 ve V, alo) 为 E LW etis 8, HAREE 
Ek G) 中 ， 故 由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 惟一 的 Av & H, 使 得 


alu, v) = (u, Av)g, Vu € H. (3.1.9) 


由 于 alu v) 是 双 线性 的 ， 又 满足 条 件 G), 易 见 如 此 定义 的 4 是 从 V 到 J 的 有 者 
线性 算 子 .条 件 GD MA {3.1.9) 包 合 


(u, Aə)g > dl， Vo € V, 


从 而 
lAvliag 2 ólle||g, Ye € V, 


# A-! 存在 .应 用 引 理 3.1.1 便 知 4 py3t3 3 f 4* 的 值 域 RA) = H. 
对 F(w) 用 Riesz 表示 定理 知 ， 存 在 惟一 的 heH, 使 得 


F(o) = (hon WEH. (3.1.10) 
因为 RCA*) = E, 故 必 有 we H, E A*u = h, MT 
(u, Av)g = (A*u,u)z = Wa, Vo € V. 
与 式 (3.1.9), zÉ (3.1.10) 联合 便 得 式 (3.1.8), Fil 


F{v) = a(u,u), v € V. 
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3.1.3 ”能 解 的 存在 惟一 性 


为 证 弱 解 的 惟一 性 ， 先 证 明 
引 理 3.1.2 i u eWs'(Qr), 则 对 几乎 所 有 的 上 E (0.1), 有 


t Ou 
kH - [rue oaz =2 f f uzg 2ds, 
其 中 M= f letar. 
e ° Q — 
证 明 JE Wy (Qr) 的 定义 ， 存 在 um eC°° (Q), 使 
„im, llum — ullwia cgr = 9. 
由 此 及 Fubini 定理 ( 见 命题 1.4.1 的 证 明 ) 便 知 ， 对 几乎 所 有 的 上 E (0,1), 有 


Jim hmt) = hlt) 


其 中 ha) = f u2 (z, tdr. 在 


<: 


t £ Oun 
halt) — palo) = Í halo)ds = 2 Í f um “E drds 
0 0 JQ 


Mo m 一 co 取 极 限 ， 注 意 到 


t t 
. Pum _ Bu 
im. f [e i= f /a 


以 及 注 1.4.1 
lim h,,(0) = lim f le, dar = lim f outs, OYar 
m+oc mT-—00 n mo0 Q 


就 知 引 理 的 结论 成 立 . 

定理 3.1.1 iż fe L2(Qr). 则 第 一 初 边 值 问题 (3.1.1),(3.1.2), (3.1.3) 的 弱 解 
是 愉 一 的 . 

证 明 设 w 和 wz 为 第 一 初 边 信 问题 (3.1.1), {3.1.2), (3.1.3) 的 两 个 弱 解 ， 并 
记 u = wu 一 uo, 则 由 弱 解 的 定义 (定义 3.L1) 和 注 3.1.1 TA, u eW 1'l(Qr), 
Yyu(z,0) = 0, R. 


J, (up + Vu. Vo)drdt = 0, Vç eW(Q). 
QT 


特别 取 p = u, 便 得 到 
ff (uu + [Vu|2)dzdt = 0. 
QT 


ff uudrdt < 0. 
Q= 


利用 引 理 3.1.2, 注意 到 yu(z, 0) = 0, 由 此 推出 


f f u drdt < 0. 
QT 


故 必 有 u= 0 a.e. F Qr, 即 ui = to 8e. 于 Qr. 

下 面 讨 论 弱 解 的 存在 性 . 本 节 只 考虑 初 值 uo(z] 也 为 零 的 情形 ， 即 具 零 初 边 值 
条 件 (3.1.4) 的 情形 ， 我 们 将 借助 于 前 述 Lax-Milgram 定理 的 变 体 证 明 第 一 初 边 值 
问题 (3.1.1), [3.1.4) 弱 解 的 存在 性 ， 3.2 和 83.3 将 用 其 他 方法 对 具 一 般 初 值 的 第 
一 初 边 值 问题 (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) 证 明 弱 解 的 存在 性 . 

EH 3.1.2 + fe 2(QT), 则 第 一 初 边 值 问题 (3.1.1), (3.14) AA u € 
WE (Qr). 

证 明 令 


从 而 


a(u,e) = f f (uu + Vu + Vu )e "dedi, 
QT 
u EWL? (Qr), v EV(Q7), 
其 中 6 > 0 为 常数 ， 显然 


la(u,2)| < llul; q): elver 


Vu EWF! (Qr), Yo € V(Qr). (3.1.11) 
对 veEV(QT), 我 们 有 
f Vu. Vu,e °t dzdt 
Qr 


_1 gt OU 
=; fJ. ° g yol dzdt 


1 f [ 9 2 -êt 9 2 09¢ 
== = {vole dzdt + = (Vol e "drat 
2 J Jor t ( ) 2 J Jo+ 


= Í iv dz- 5 f vo dz 
2 亿 i=T 2 Q t=0 


+ Fj) [Vu] ei dedt. 
2 QT 


因为 ve V(Qr), 故 在 迹 的 意义 下 Vo| = 0, 从 而 


#=0 


f [vaeP| _ d =0. 
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于 是 


Be 一 氏 
f Vu - Vure drdt > f f (Vul dxdt. (3.1.12) 
Qr 2 Q+ 


另 一 方面 ， 由 于 °° (Q+) 在 V(Qz) 中 稠密 ， 如 下 形式 的 Poincaré 不 等 式 仍然 成 立 


J. v2drdt < 月 |Vo2a=zat. 
故 由 式 (3.1.12) 进而 可 得 到 


f Vv- Vne t drdt 
ür 


ge 8T 一 0 
之 _ Jf |Vo|2dzdt + de Jf v2drdt. 
4 Jr du QT 


alu u) 2 中 lw 


于 是 我 们 有 


(rm Y EV(Qr). (3.1.13) 


其 中 


_8T ge 89T “J 
; ， ， 


ö= min fe 4 in 


取 H =WL Qr). V = V(Qr). 由 命题 1.3.1 知 Vc 五 是 五 的 笛子 空间 . 
式 (3.1.11) 和 式 (3.1.13) XA: Lax-Milgram 定理 的 变 体 中 的 条 件 (i) 和 Gi) 都 满 
E BR J 人 fue drdi 对 是 昌 上 的 有 界线 性 汉 函 ， 故 存在 惟一 的 ue 二 


WEHQr), 使 得 
alu v} = JJ fue ?tdedi, Yu € V (Q+), 
Qr 


即 
I (urve Vu: Voje drdt 
IGT 
= f fee ded, Yo € V(Qr). 
IGT 
HE 3.1.2 便 知 u 是 问题 13.1.1), (3.1.4) BJ 88 fg. 


3.1.4 WREN 


先 讨论 内 部 正则 性 . . 
定理 3.1.3 i fe (Orn), u EWLHQr) 为 问题 (3.1.1),(3.1.4) HHR. 今 


Ns = (r € Q;dist(z,80) >}, QF = Ns x (0, T). 
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N| u € W37 (Q$), 且 有 估计 式 
lu|ly23 Q) < Cal wo) + |flraton)), (3.1.14) 


其 中 C 仅 依 赖 于 nn 和 5. 
证 明 由 弱 解 的 定义 ， 


f/f (wp + Vu- VP)dzdt = // fodrdt, Ye EW’ (Qr). 
Qr QT 
ARUNAN nr) e CrO), 使 得 在 x E Qs Ena) = 1, E.0 <ni) s1, Yn < 


S p= Ai (PAu). W h EE e EW Qr). 代入 到 上 面 的 积分 等 式 中 ， 
得 


c 
=. 


人 [wai Ahu) + Vu- VA (n? AL) dedit 
= f Í FAS (m ALu)drdt. (3.1.15) 
利用 差分 算 子 的 性 质 和 命题 1.1.2, 我 们 有 
f Í u AL (P ALu)dzdt 
= f Í i NepAiudadt 


=; f|, unakuy aa 
=} f (Ahul dda 

=> Í (Alu(s,T))2da 

人 

20. 

于 是 由 式 (3.1.15), 得 
f f Vu VIAL (Atu) dzdt < f f JA! (P Atu)drdt. 
Qr QT 

此 时 ， 与 第 2 章 关 于 Poison 方程 弱 解 的 内 部 正则 性 的 讨论 相 比 ， 除 了 积分 是 关于 
空间 变量 和 时 间 变 其 同 时 进行 的 之 外 ,已 没有 任何 本 质 区 别 . 因此 ， 利 用 完全 类 似 
的 推理 可 以 得 到 


f Í , Al Vufdedi < C (Vull; + liflar) 
T 
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由 命题 2.2.2 可 知 ， D2u e L2(Q5) HME 


f Í , ID°u|°azdt < C (Val. q) + Miera) . (3.1.16) 


再 利用 方程 2& — Au + f, 又 可 得 到 


2 
Jf [2] dzdt 
q3} | ôt 
<2 ff IAuPardt +2 f |f| dxdt 
QF Q4 
<C (Vulia) + lf lr))- (3.1.17) 


联合 式 (3.1.16) 和 式 (3.1.17), 就 可 得 到 估计 式 (3.1.14). 

由于 在 近 侧 边 的 估计 中 对 含有 wt 的 积分 项 的 处 理 与 内 部 佑 计 完 全 相同 ， 类 做 
于 内 估计 的 讨论 ,我 们 可 以 得 到 相应 于 第 2 章 关于 Poison 方程 弱 解 的 近 边 估计 的 
结果 . 因此 ， 我 们 有 如 下 的 全 局 正则 性 结果 

定理 3.1.4 设 EL2(97), u EWL (Qr) 为 问题 (3.1.1),(3.1.4) 的 弱 解 ， 若 
ƏN EC2, B| u € WI Qr), B.# 4541 X, 


[ll an cy < C(tlu|lw2 aQ; +I||fl]za(Q;)), (3.1.18) 


其 中 C ORA CT n e Q. 
注 3.1.4 在 定理 3.1.4 的 条 和 件 下 ， 进 一 步 有 


lullw2so 7) S Olfa (3.1.19) 


其 中 C 仅 依赖 于 n 和 Q. 
证 明 在 弱 解 的 定义 式 


J (ue vu Vejizdt= ff feded, ve EW Qr) 
中 取 p= u, 并 利用 带 s 的 Cauchy 不 等 式 和 空间 区 域 上 的 Poincaré 不 等 式 ， 可 得 
i f Pla bdz| 4 f Í _IVufasa 
-=f j _fudzdi 
<s f Ja” u2dzedt + — 3 sh. f’drdt 
<; Í IN [Yul dsdi + = F 1 f dmat, 
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其 中 > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 .而 u WETER, Eik 


f 人 ' |Vuļ dzdt < p / 人 ' f? d=dt. (3.1.20) 
再 利用 空间 区 域 上 的 Poincaré 不 等 式 ， 还 有 


ff u drdi < p? ff f? dadt. (3.1.21) 
Qr Q= 


式 (3.1.20) 和 式 (3.1.21) #&T 


|ulwaoker) < CIF llegar) 


代入 式 (3.1.18) 就 得 到 式 (3.1.19). 
定理 3.1.5 i u eW;'l(Qr) A (3.1.1), (8.14) 的 弱 解 ， 若 对 某 非 抽 整 数 k, 
AN e OH+, ETA(Qr) 则 u € WIOL Qr), 且 有 估计 式 


lelweg) < C (lëlwigr + llwgr) 


其 中 C 3 4<44k A T 3k ñ # 1 k, Z B] R t n 和 n 的 常数 . 
推论 3.1.1 i u EWF (Qr) 为 问题 (3.1.1). (3.14) HA. 3 3N c Ceo， 
f E C°° (Q+), W| u € C°° (Q+). 


83.2 Rothe 方法 


本 节 介 绍 研究 抛物 方程 解 的 存在 人 性 的 另外 一 种 重要 方法 一 一 Rothe 方法 ， 也 
称 为 半 差 方法 . 这 种 方法 的 基本 思想 是 对 时 间 差 分 , 利用 椭圆 方程 的 理论 求解 差分 
方程 并 对 它 的 解 做 一 些 必要 的 估计 ， 再 以 此 为 基础 构造 亿 近 解 并 完成 到 真 解 的 极 
限 过 程 . 

设 Q c Rn 为 一 有 界 区域 ， 边 界 89 分 片 光滑 ， 考 虑 第 一 初 边 值 疝 题 (3.1.1), 
(3.1.2), (3.1.3). 

定理 3.2.1 + fe D2(Q+r), wo € HEM. 则 非 齐 次 热 方程 的 第 一 初 边 值 问题 
(3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) #'& 88% u EWL (Qr). 

证 明 先 考虑 fecr BE. e FILE REEE TETETE. 

第 一 步 。 关 于 时 间 Ae, HEAR. 

对 任 一 正 整数 m 和 函数 wi, t), 记 


Ww" (z) 三 w(x, jh) 他 = 1,2,.…… m), 
Moh h= T. 考虑 方程 (3.1.1) 的 通 近 方程 


UT 一 和 一 


h — Au™i = Jm (j=1,2,.-.,m). (3.2.1) 
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根据 定理 的 条 件 ，un0 = wo e HO). 假设 已 知 ui- e RO), 我 们 来 证 明 方程 
(3.2.1) TETERA wi < HAQ). 记 v = um, 则 方程 (3.2.1) 可 写成 


1 , m,j—L 
一 入 十 z= fi + u 


(3.2.2) 


它 是 一 个 线性 椭 左 方程 .根据 定理 2.3.1, 方程 (3.2.2) 存在 惟一 弱 解 v = u e 
H)(Q). 按 归 纳 法 ， 我 们 便 可 在 H)(0) 中 得 到 


m,l 
u’, 


m,2 mM 
他 sa n 


它们 依次 是 当 j= 1,2,… m 时 方程 (3.2.1) EHR. BIRLE o & 三 人) 有 


f (zer — uMi- yg + Vui. ve) dz 
a 


= f F" podr (j =1,2,--, m} (3.2.3) 
至 此 ， 我 们 还 只 得 到 所 要 求 的 解 在 直线 + = ph = 五 0 = 1,2,…,m) 上 的 近 
仆 解 .为 了 得 到 区 域 gr 上 的 到 近 解 ， 令 
un(a) = Dug) 
j=1 
+ YO KHATI (u (a) — u"a), (3.2.4) 
j= 


w {z t) = > miu a, 


Pet) = YO E), 
和 1 
其 中 x 是 区 间 【5 — 1) jh) 上 的 特征 函数 ， 而 
and (t) _ £ T (j = 1), tE [G = 1)h, jh), 
0, 其 他 . 
则 由 式 (3.2.3) 可 知 ， 对 p e H. te (0, T), 有 


Bu mt 


S (+t van oe] a= f oas. (3.2.5) 


第 二 步 ” 对 逼近 解 做 估计 . 
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在 式 (3.2.3) 中 取 p= gm — 也 mm 了 一， 得 
J (ze — u™s -12 + Wunuj . (Vui — Von) dr 
O 


-f fi mi tl) gz. 


由 此 推出 
klu 一 tm 人 ae 十 | 
LVE -Vu pi + fu — mal) 0) 
<3 ver + SUVU- 
+ glet = erd- aa + Say 
从 而 
Ble wae) + m0 
SVa lia +A aa G = 1,2,.. ,m). (3.2.6) 
特别 就 有 
(Ver? laeg < [Vu an +a ™ an): (3.2.7) 


记 Mm = Vull? Q) +M ao 由 式 (3.27) E1 j KEG 
j 
[Var l: < IVall? + hy l|]; m = Mm. (3.2.8) 
i=l 
而 对 式 (3.2.6) 求 和 文 可 得 


1 m 
FD as 一 ae 


j=1 
m a 
<l Vuola + h Y I lem = Mm. (3.2.9) 
23=1 
Ro 的 定义 ， 我 们 有 
Gu™ — 1 u Maf fp maj m,j-—1 
+ h >x (uo — u ). 


m 
Vuh = Yl (Vi + A Vu 一 Van 5). 
j=1 
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故 由 式 (3.2.9) 得 到 
Bur |? 1 £ ， ， 
t 二 一 R| gm 一 m.,j—1 2, < Mm, 3.2.10 
Bt lexar) 22 les e Ham í | 
而 由 式 (3.2.8) 得 到 
Vu” legor) 


m „T 
=> f x f |(1 _ Ami) Vum- + Ami Gu™i drdi 
0 n 


j=l 


m pT 
<7 f x (Vur lao + Vu” Iaa) dt 
j=1 709 


m 
<2》 h (Iva Hia + MV Zam) 


j=l 
SAT My. (3.2.11) 


第 三 步 ” 对 通 近 解 取 福 限 . 
HF f e C(Qr), 88k f E L? (QT) PRAF f, 从 而 
„im Mm = jjVuoll2a ea) + IS agr 
因此 (M...) AR. 于 是 由 式 (3.2.10), 式 (3.2.11) 和 Poincaré 不 等 式 (关于 空间 
FH) 
je < pVu™ iaa) 
可 知 {u"]% 在 Wa” (Qr) 中 有 界 ， 从 而 存在 (Ra 的 一 个 子 列 ， 不 妨 设 为 其 
本 身 , 和 ue Wi” (Qr), 使 得 um 在 L2(Qr) PIKAT u, i —— f Vu” fE LOr) 
PF CE 和 Vu. 
， 下面 证 明 u 是 第 一 初 边 值 问题 (3.1.1), {3.1.2), (3.1.3) HB. AEN u € 
Wz” (Qr), yulz, 0) = uo(z) ae. FR. Ai, HEERE m, 选取 {up 
CC°° (Q), 使 得 
mn jer 一 wp (Q+) = 0. 
例如 ， um 可 以 这 样 构造 ， 先 取 {wm} 吕 1 C Ce (9), 使 得 
im, lees 一 um j laeg = 0. (j =1,2,:- , m), 
然后 在 u" 的 表达 式 (3.2.4 中 将 um 换 成 un, 再 将 所 得 函数 关于 变量 t WS. 
对 每 一 正 整 数 1, 取 mi 使 得 
1 


uu — waar < 7: (3.2.12) 
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再 对 固定 的 mu, 取 ka 使 得 


1 
llay — u lwia < T (3.2.13) 


i w = ui, W| u e€ (Q), 且 由 式 (3.2.12) 和 式 (3.2.13) 知 
dm le- ulw or = 0. 
这 表明 u EWP (Qr). 为 证 Yu(z,0) = uo(z), 只 须 注意 
f a0) -wladz = f jantz, 0) -afeoPan 


而 由 于 u 是 光滑 的 ， 又 wm: tE 四 ,了 是 连续 的 , 故 利用 式 (3.2.13) ( 仿 命题 1.4.1 
的 证 明 ) 可 知 上 式 右 端 当 71 -oo AFE. 

下 面 来 证 明 u 满足 弱 解 定义 中 的 积分 恒等式 ， 对 任意 pe C (Q+), 式 (3.2.5) 
仍然 成 立 ， 经 对 变量 z 的 分 部 积分 并 关于 变量 上 于 (0,T) 上 积分 可 得 


f Í i (等 *- wrAy) dzdt = f | "eds (3.2.14) 
按 wm” 和 ar 的 定义 有 


Wm 一 m = Yl APIU — mal, 
j=1 


|a 一 u™ l ngr) 
m 
< aljent 一 am 全) 
3=1 


SA?Mm — Ü, m — co, 


而 wm 在 L2 (Q+) 中 收 敏 于 u 因此 wm 也 在 L2 (Q+) FIRAT u, 又 P= 在 LQ) 
中 收敛 于 f, 于 是 在 式 (3.2.14) 中 令 m — oo 进而 有 


Jf (Fe — uap) drdt = f fedzdt. 
QT QT 


因为 weW3"(Qr), 上 式 等 价 于 
f 人 , (Fo Vu- V) dxdt = f K ss eee (G). 
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总 之 , 我 们 证 明了 2 teM (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) 的 弱 解 , 在 式 (3.2.10) 和 式 (3.2.11) 
中 令 m 一 co 取 极 限 ， 我 们 还 知道 ， 这 名 解 4 满足 


5J 


ðu 
2 son S eolia + Mlee (3.2.15) 
TEOT} 
IVel|za o < 4T (IVualižao + Ifaa) . (3.2.16) 


现在 转 到 了 e Dr) 的 一 般 情形 ， 取 (fy C C(Q+) 使 得 


dm Ife- fleg = 9. 


考虑 初 边 值 问题 
Puk L Aus = fo (z,t) € Qr, 
uriz, t} = 0, (z,t) € ƏQ x (0, T'), 
urls. 0) = walr), z € (2. 


设 wp EWE Qr) 为 按 上 面 的 方法 构造 的 弱 解 ， 于 是 由 式 (3.2.15) 和 式 (3.2.16) 有 


e 
4 


| fuk 
[a 


< Fuon 十 下 ren， 
L207) 


[vunlsc0s) < 47 (Vuola + Nfl?) 


这 表明 {wus} 名 在 Wi+(Qr) 中 有 界 ， 因 而 存在 [uk aS, 的 一 个 子 列 不 妨 设 为 其 
EA, M ueWr (Qr), 使 得 ws 在 IP (Qz) PERT u. M — 和 Vu E LOr) 


中 分 别 弱 收 伍 于 22 和 Vu. 对 任意 o c> Qr). 在 


II c + Vuk - ve) dzdt = Jf Jr oda dt 
Qr ĉi Qr 


rh k — oo PRRI u W 85 sp Y rB 60 EA. 再 注意 到 Yuk(z,0) = uo(z), 
Él 


f lulz, t) ~ uo(z)|Ëdz 
9 . 

< f lu(z, t) — unl, D|? dz + f juk (z, t) — yup Cz, 0) ds 
Et] Qa 


还 可 推断 yu(z, 0) = vuole). 
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83.3 Calerkin 方法 


本 节 再 介绍 一 种 研究 抛物 方程 解 的 存在 性 的 重要 方法 ， 即 所 请 的 Galerkin 方 
法 . 这 种 方法 不 仅 提 供 了 一 种 理论 证 盟 的 手段 ,在 实际 计算 中 也 是 很 有 效 的 ，Galerkin 
方法 的 基本 思想 是 先 选 取 一 个 适当 的 基本 空间 X 和 X ER AEE e EE 
(o (z)), 再 设法 证 明 所 讨论 的 问题 具有 形 如 5 ` cilt)wilz) 的 解 . 

我 们 仍然 考虑 非 齐 次 热 方 程 的 第 一 补 边 值 问题 (3-1.1), (3.1.2), (3.1.3). 为 了 用 
Galerkin 方法 证 明 弱 解 的 存在 人 性， 我 们 需要 借助 如 下 的 ( 见 文献 [13]) 

Hilbert-Schmidt 定理 i H 为 可 分 的 Hilbert 空间 ， 4 为 召 上 的 有 界 自 
ERRET, (Al 为 金 部 特征 值 ， 则 有 正规 正 交 基 {wi} 使 得 Awi Mu. 

我 们 分 以 干 四 步 来 证 明 弱 解 的 存在 性 {定理 3.2.1). 


第 一 步 ” 构 造 基底 ， 
定义 算 子 
A=(-A) : J2(Q) => LO), f — Af, 
其 中 Af 为 问题 
| —Au= f, ren 
ul. = 0 
的 俊 一 弱 解 ， 


由 椭圆 型 方程 的 L2 理论 (定理 2.1.1 和 定理 2.2.3 的 注 2.2.1) BI Af ERON 
本 (2), HAF < Ciez(m; 故 4 是 有 界 算 子 .经 分 部 积分 可 得 


sipas = - fats) ade 


=- | AAPKAg)dz = | r(Agaz, Vf, g € £2(0), 
Q 0@ 


这 表明 算 子 4 是 自 伴 的 . 又 因为 HEN) ST E ik A 2 LAN 中 , k 生还 是 紧 的 . 由 
Hilbert-Schmidt 定理 知 ， 存 在 P(O) 中 的 标准 正 交 基底 {2 满足 Aw = Mus. 


而 向 题 
—Au=0, ze (0. 
ul =0 


只 有 和 零 解 ， 故 #0, 因此 —Au = 元 wi 利用 定理 2.2.4 MRA RERA, E 0 
适当 光滑 的 条 件 下 ， 有 o e CA). 
第 二 步 HEDER. 
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将 uo 按 (Qs) RIR uc = 5 ciwi, #4 


i=l 
t (z, t) = D cr (t)an(z), 
i=l 
fr nb E. 
(“e , ) — , 
“g ` 一 (Atm wy) +(fiwk) k=1,2,....,m, (3.3.1) 


其 中 (… ) 为 LAO) 中 的 内 积 ， 注 意 到 


Bum IN d 
(wa ] = YU gr Oona) = pa, 


i=l 


(Anasa) = DO Ani) = -eR 
i=1 
记 AD = (frwd, 则 有 
ERD = -ERO + ali. (3.3.2) 


i cp (O) = es, W 
(t) = e tAk (e. + / er sfr)ar ) : 
0 
=i Ehi. 


H TAEAE L EATR REAR, RIERREN Mti. 首 
i, IMA AEA OAE o 的 办 法 ， 用 celt) RR (3.3.1) 的 两 端 ， 然 后 再 求 和 ， 得 


(S) = (Atim: Um) + (f, tm); 


ap 
d 2 
lumt, ż)il Lan) = ~V tmt Dlia + (FE t) wm 1). 


T (oj 上 上 积分， 进而 有 


1 
lents ilaro 一 lumt Ollia 


- / f Vum] dedit + f fumdzdt. 
Ji Q: 
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利用 Poincaré 不 等 式 和 带 c 的 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 
,sup, luas Bls + f um de 
Slluml, Oltza + “ff f2dzat, (3.3.3) 


其 中 > 0 为 Poincar6 不 等 式 中 的 常数 ， 
其 次 ， 用 (e) RA (3.3.1) 的 两 端 ， 然 后 再 求 和 ， 得 


CESS] 
FOT) 上 积分 ， 经 分 部 积分 并 利用 Cauchy 不 等 式 ， 我 们 有 
Jf Ep =a s vunt Dio 
Svunl Olba + ff, Pasa (33.4) 


联合 式 (3.3.3) 和 式 (3.3.4), 得 


f Í I [s + Vun 


其 中 C 是 不 依赖 于 m 的 常数 . 

第 四 步 ” 对 间 近 解 取 极限 . 

HA (3.3.5) 知 存在 {um} 的 一 个 子 列 , 仍 记 为 {um], MER u € Wa (Qr), 使 
得 um 在 22(Q7) PERF u, 而 25 和 Vun 在 12(Qr) PARAT SE 和 
Vas, 

下 面 验证 u 为 问题 (3.1.1), (3.1.2), (3-1.3) AE. 

首先 我 们 有 w eW (Qr) 这 是 因为 按 定理 1.44 有 um € WF (Qr), 而 4 是 
tm 在 WE (Qr) 中 的 弱 极限 . 

其 次 ， 对 任 给 的 满足 条 件 州 = 0 00) = $(T) = 0 的 函数 he CA), 
Y € C2|0, T|, 到 逼近 序列 


um! 
Zr 


J dzdt < C, (8.3.5) 


jË 
h;(z) = Y ` wk (2), 
k=l 


使 得 {hi} 在 HO) PAKAT h. 用 (t) RA (3.3.1) 的 两 端 ， 对 上 在 (0,T) 上 积 
分 ， 然 后 关于 z 分 部 积分 ， 并 令 m 一 oo, 得 


ðu 
< wppdrdi 
J Í. ðt 
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= 一 f Vu. Vwppdrdt + f f Jfaeahda dt. 
"QT QT 


ELARRE a, HAt k MALAGRA, EE 


8 
Jf Fitta = — [| Vu. pyand+ | Í fhybdzdi. 
Qr Qr QT 


令 4 -~ se. 得 


fh dd => f 人 Vu Viwazai + f f fapdrdt. 
由 和 的 任意 姓 可 知 ， 邓 和 任 一 ye CS°(Qr), 有 (比如 利用 53.4 的 引 理 3.4.1) 
Iha i Í. Yu: Veias | 人 fodad. 


进而 易 见 对 任 一 w ecer) 上 式 也 成 立 ， 即 u 为 方程 (3.1.1) H. 
A FIE ulr 0) = uol), 这 只 须 注意 


Í juiz, t) — uo(z)|? dz 

€: 

< f le(s. t} — imir, t)|? dE + f Ero- ayata 
= 2 


+ f >` cwi(T) 


t=rmt!l 
=l + h -+ FEN 


2 
dz 


dr 


当 m 充分 大 时 ， hda 可 任意 小 ， 而 对 固定 的 mm, 4 t> 0 充分 小 时 b 也 可 任意 
小 . 
83.4 ”一般 线性 抛物 方程 的 L2 理论 
现在 转 到 如 下 的 一 般 线 性 抛物 方程 


Lu = = — D;(z;; Diu) + bi Dhu + cu = f, (3.4.1) 
其 中 a;,b. c € L”(Qrh f I2(Q7), aij = aji (ai) 满足 一 致 抛物 性 条 件 


MEP < ais (wt)éié; < AJE, VE € R". (x,t) € Qr. 
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这 里 0< < 妈 为 常数 与 前 一 节 一 样 ， 考 虚 方 程 (341) ZW RL FH R 
的 定 解 问题 


ul =0. (3.4.2) 
ulz, 0) = uglz). (3.4.3) 


在 这 一 节 里 ,我 们 研究 问题 (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) HETE, REK 
式 为 


f/f (up + Gí; Diu Djp + b; D;u p+ ceuo) dzdt 

Q= 

= f fpdrdt, vy EC” (Q). (3-4.4) 
Qr 


KAARI LA AE L E A h E (3.4.1) 上 . 


3.4.1 能量 方法 

用 能 量 方法 证 明 纶 解 的 存在 性 基于 Lax-Milgram 定理 的 一 个 变 体 ， 这 个 定理 
可 用 于 af 仅 依 束 于 空间 变量 x 时 的 方程 @.4.). 为 了 证 明 这 一 点 ， 和 S3.1 的 做 法 
一 样 ， 我 们 需要 引出 积分 恒等式 (3.4.4 的 如 下 等 价 形式 ;: 


Jf (tpt + fi; Diu. Djp + b; Dat pr + Cu:pe) e t qrdt 
Qr 
= f| eereara Yo e8” @r) 

QT 


其 中 常数 9 > 0 可 任 取 . 不 妨 假设 初 值 uo = 0. 于 是 ， 今 
alu, v} = ff (uu + Qiz Du - Du, + b; Du - v 
QT 
+ cuu )e t dzdt, u EWL HQr). ve V(Qr). 


双 线 性 型 a(u,u) 的 有 界 性 是 显然 的 ， 为 证 alu v) ARATE, IEA g 5 > 0. 
有 


af o 2 Sheli gp Ye € V(Qr), (3.4.5) 


我 们 需要 仔细 估计 alw, v) 的 表达 式 中 的 各 项 ， 
注意 到 ay 与 无关 ， 类 似 定理 3.1.2 的 证 明 ， 利用 抛物 性 条 件 , 对 4 & VQT)， 
我 们 有 


Jf aij Div - Dye stdrdt 
Q r 
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=1 He ae (aiz Div ` D;u) e%tqzdt 
十 二 ar dD; ` D;ue ?tdzdt 
2 Qr 


6 一 虹 
— /pm ` Da| _ 


+ J) a; Div > D;ue t drdt 
2 Qr 
一 0 
>2e fiver] a| + ff (Vu e drat 
2 c} t=T 2 Qr 


>À f [Ve | e" drdt. (3.4.6) 
2. Qr 


PAH e 的 Cauchy 不 等 式 ， 又 可 得 


1/ bi Div cereaadl 
Qr 


ge ff vte tdrdt -+ Z if ]Voj?e ded, (3.4.7) 
Qr E QT 
fi cme Prod 
I SOT 
<e Jf ve- qzdt + ç ff ve Sqrdt, (3.4.8) 
Qr £ Qr 


a 
利用 式 (3.4.6), 式 (3.4.7), 式 (3.4.8) 和 Poincaré 不 等 式 ， 我 们 得 到 


alu, v) 2(1 — 2e) I, vže drdt 
-Í ses 
+ (全 一 £) J” e dadt, 


EF y > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 . He > 0 充分 小 ， 而 8 > 0 充分 大 ， 就 知 
A (3.4.5) 对 某 常 数 5> 0 成立. 

注 3.4.1 回忆 定理 2.3.1, 对 椭 图 方程 ， 为 证 弱 解 的 存在 性 ， 需 要 求 入 数 c 不 
小 于 某 一 背 定 的 非 正常 数 co, 而 从 上 迷 推 理 可 以 看 出 ， 对 挑 物 方 程 ， 我 们 除 要 求 打 
数 c 有 界外 ， 不 需要 附加 其 他 的 条 任 ， 这 是 装 物 方程 与 椭 园 方程 的 一 个 重要 的 不 
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3.4.2 Rothe 方法 


在 53.2 中 ， 我 们 对 非 齐 热 方 程 运用 Rothe 方法 ， 将 问题 归结 为 解 椭圆 方 程 并 
对 其 解 做 某 些 必 娶 的 估计 .处 理 栓 圆 方程 时 我 们 用 的 是 变 分 方法 ， 所 有 这 些 都 适 
用 于 比较 一 般 的 散 度 型 抛物 方程 ， 由 于 变 分 法 只 能 用 于 不 含 一 阶 导数 项 的 本 图 方 
程 ， 这 里 我 们 也 只 讨论 bi = 0(i= 1,… ,n) 时 的 方程 (3.4.1). 值得 指出 的 是 ， 和 酉 
图 方程 的 铺 形 不 同 ,运用 这 种 方法 处 理 搜 物 方 程 时 ， 对 系数 c 除 有 界 性 外 ， 不 需 奉 
加 其 他 的 条 件 . 

事实 上 ， 将 方程 (3.4.1) 关于 时 间 t 离散 化 后 得 到 的 椭圆 方程 是 


1 ' mj—1 
—Di(ais Di) 十 G; + cjv = fm + = k 


HAMAN BS 237 


1 
J(v) =; Í (euD ` Div + G +e) 


, sj —1 
a [fm + u ， 


Je) dz, Yuc Hi(Q). 


由 于 在 Jo) 的 表达 式 中 v? 的 系数 为 T + c, 只 要 系数 c 有 界 ， 当 h > 0 充分 小 时 
i +c 便 可 非 负 ， 这 就 保证 了 泛 函 J(v) 的 下 方 有 界 性 . 
3.4.3 Galerkin 方法 


用 Galerkin 方法 证 明 弱 和 解 的 存在 性 ， 首 先 (也 是 关键 ) 要 选取 一 个 适当 的 基本 
空间 和 其 中 一 个 标准 正 交 基底 .对 于 一 般 的 散 度 型 线性 扫 物 方程 (3.4.1), 我 们 选取 
T? (Q) 作为 基本 空间 ， 下 面 证 明 存 在 所 需 的 基底 . 

引 理 3.4.1 g ƏQe8CcC2, AA N) 中 存在 正规 正 交 基 底 {ci} 只] 满足 如 下 
条 件 

G) wi E CO, wila =0, (w wa = ij; 

(ñ) 2146-5606 pe HI(Q) # e > 0, 存在 

N 
guiz) = 》 ,cruilz)， e€ R, 
4 一 1 
使 得 
ly — eN llan < 8; 
(ñi) 对 任意 在 QT HWA Ar LRE ver) 和 上 > 0, 存在 


N 
uw (zt) = J alto), elt) € O2(|0, T), 
t=1 
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使 得 
f/f (lv — vyl? + [Vu — Vos |2)dadt < e. 
Qr 


证 明 由 于 ƏQ e C2, 利用 按 界 的 局 部 拉平 ， 有 限 获 盖 和 单位 分 解 等 技巧 ， 可 
知 存在 cfz) e CA, 使 得 c. =0, H la) >0 + Q. ë Q C (z € R%;—1 < z, < 
L i= 1,2,- ‘nh, 1 


_ 1 n/2 n . rki i! 
Qk (z) = G) Is 
其 中 k= (ki, kz ..., Ka), k; HERY. 
任 给 o € cpa). 由 ¢ 的 定义 知 ， 生 EC3(Q). 于 是 当 h > 0 ZA, A 


(#) ecra ° 
EO... 


Ca 
其 中 fa 表 f ROE, EEREN h. 将 (2), 按 函 数 系 (Ok) RR Fourier 级 数 ， 


由 于 此 级 数 及 各 项 取 一 阶 导数 后 的 级 数 都 在 T ae, KHER > 0, #: 
在 形 如 5` ck (z) HKR, WI 


1<k; <N 


£ 
<> 


< E 
g’ 
HN) 


(OB 


1<k; <N 


亦 即 


GR 


1<k;<N 


L2 (n) 


LO 
+> 
t=1 


了 名 
— 一 — 人 一 一 
Oz: ç h >, Oz: 


于 是 


c- >` CR 


1<k;<&N 


n 


> 


i=l 


ZE, 
L2(0) 


的- z 


iien Ori 
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令 (2) = ç(z)os (z). 则 


p- >` CkWk = : [z > “J <= 
1 La(0) TS SN E(N} 
又 
Se _ dk 
= | zi 1<k;<N E) 
óla (g-ga) 
— 1<k <N LG) 
n Ə fe Bax 
HEOR) 
Ce, 
zi 


p- y Cktuk < Ce, 


LEk <N 


I Hi(N) 
其 中 常数 CRAT ç 而 与 wp 无 关 . 注意 到 Co 在 到 人) 中 是 稠密 的 ， 将 
(ui) 在 LO 中 正规 正 交 化 便 得 到 满足 (i), bi) 的 {wr} 


下 面 证 明 (Hi). 将 vlet) 在 Qr 中 按 {sin Tt} 展 成 Fourier 级 数 
vz. t) = > G (z) sin “t. 


其 中 an € COD), 县 am| = 0. 由 于 此 级 数 及 各 项 到 一 阶 导数 后 的 级 数 都 在 Qr 
上 一 致 收 化， 改 对 任意 的 = > 0, 存在 Ni 使 得 


Jf (lv — bx, 2 + ]Vz 一 Voin, 2) dxdt < £, 
QT 


其 中 
ün (T, $) = y G, (z) sin t 


m=1 


根据 (ü), 存在 N. 使 得 


(km. 一 > Ckm IR 


LAEN 


2 


fh ($) 
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FE | 
f! (le -- vy |2 +|Ve— Vont?) dzdt < Ce, 
J Jar 
其 中 
N. mm ny 
un(z, i) = 5 sin Tt >` Chm Wk{T) = Sci(Ouafz) 
m=1 1g<k;<N 4 一 1 
利用 Galerkin 方法 ， 我 们 得 到 
定理 3.4.1 设 80 € C2, aj, bi, c, -型 g LM), f € P(N), aij = aji R. 
(oj 满足 一 致 抛物 性 条 件 ， uo E HiO). 则 问题 (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) 存在 属于 
Wy (Qr) 的 弱 解 . 
证 明 ”我 们 简略 地 氢 述 一 下 证 明 步 又. 首先 考虑 系数 各 非 齐 项 具有 -…- 定 光 交 性 
的 情形 ， 即 aj € CIQrj. c.f £ C(Q+). 这 时 可 以 通过 以 下 几 步 证 明 弱 解 的 存在 
YE. 
第 一 步 BEREA. 由 uo e HAN) 和 引 理 3.4.1 (i). 存在 好 = 》 e 使 
i=l 
得 um 在 H A F uo. PORER A i FÉAR PR 3 


1 (m, t) = Dor (ta (z) (m = 1,2....). 


它 满足 
f (P=, qa Qum Ok 
o` ðt “Or dr 
; + he + CUmwi 一 fw)de =0 (i=1,2,- m) 
即 gP) (i= 1,2,0, m) 满足 
as PE = filt, gO ag i= 1,2,. .m). (3.4.9) 
H f, 为 gp.92m.... g 的 某 线性 画 数 ， 此 外 ， 还 要 求 gr 满足 初 值 条 件 
gm(0)= CP (¿=1.2,... m). (3.4.10) 


由 常 微分 方程 理论 可 知 初 值 问 题 (3.4.9), (3.4.10) 有 解 g(t) e C0, Tl. 
第 二 步 ” 对 通 近 解 做 估计 ， 即 设法 证 明 下 面 的 估 订 
mll wa (Qr) <C (m=1,2,-...). 
AEF HEAR. 
Aor AE, AEA RRA ER i F Pos LER ER E (3.4.1), 
(3.4.2), (3.4.3) FK TEHE. 


第 4 章 De Giorgi 迭代 和 Moser 迭代 技术 


本 章 研 究 弱 解 的 性 质 ， 我 们 将 介绍 研究 椭 回 方程 和 扼 物 方程 弱 解 性 质 的 两 种 
重要 方法 ， 即 De Giorgi 选 代 和 Moser 2840. 这 两 种 方法 既 可 用 于 一 般 的 散 度 型 线 
性 椭圆 方程 和 抛物 方程 , 也 可 用 二 所 线性 椭圆 方程 和 抛物 方程 , 既 可 用 于 做 弱 解 的 
最 大 模 估 计 ， 又 可 用 于 研究 弱 解 的 其 他 性 质 ， 比 如 解 的 正则 性 . 为 了 以 尽 可 能 短 的 
篇 幅 说 明 丙 种 方法 的 要 领 ， 我 们 基本 上 只 讨论 Poisson 方程 和 非 齐 次 热 方 程 ， 并 且 
限 二 用 它们 来 做 弱 解 的 最 大 模 估 计 . 


$4.1 Poisson 方程 弱 解 的 整体 有 界 性 估计 


De Giorgi 选 代 是 一 种 做 解 的 Le 模 估 计 的 重要 技术 .本 节 的 主要 目的 就 是 通 
过 做 Poisson 方程 解 的 最 大 模 估计 来 介绍 这 种 技术 的 要 点 . 


4.1.1 Laplace 方程 解 的 弱 极 值 原理 
EX 4.1.1 4 ue H (Q). EX u $N tI 上 的 上 下 确 罪 分 别 为 


supu = inf{}; (u — 1), = 0, a.e. +Q, 
n 

supu = inf{l; (u — D), € HED), 

80 

infu = —sup(—u), infu = —sup(—u), 
ni sup( u) infu sup( u) 


其 中 s4 = max{s,0}. 
当 u MJ O EIE pa Pat, supu, infu 和 sup u, infu 都 与 通常 意义 下 的 上 


下 确 界 的 概念 相 吻 合 ， 前 者 是 显然 的 ， 后 者 利用 $1.4 关于 H1(Q) 中 国 数 迹 的 讨论 
ag. 
设 Q c Rn E—# KR, EN 上 的 Laplace 方程 


—-Au=0, ze. (4.1.1) 
命题 4.1.1 iue H(A) 为 Laplace 方程 (4.1.1) 658588. w 
supu < supu. 
证 明 由 弱 解 的 定义 ， 积 分 等 式 
/wm . V odz = 0 (4.1.2) 
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对 任何 py € C$ (Q) 从 而 对 任何 Ye HN) 都 成 立 ， 邻 1 = supu. 则 对 任何 > 6， 
有 (u— k), E HHO). 内 命题 1.2.8 知 


ER (4.1.2) PR o = (u — k)+, 便 得 到 
Í (vu ~ k)+ Ë2dz = 0. 
Ja 
由 Poincaré 不 等 式 (定理 1.2.6). 进而 可 得 
f li Pas < u f (vu -Arlads = 0, 
他 Q 


HHF u> 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 ， 因 此 ， (w — k), = 0, Ef u < kae 于 Q. 
由 上 > 的 任意 性 ， 即 可 得 命题 的 结论 . 
推论 4.1.1 it uc HIHN) 为 Laplace 方程 (4.1.1) 6688 4. Bu 


inf u > inf u. 
n an 


将 检验 函数 选取 成 形 如 (w 一 k), 的 函数 ， 以 实现 最 大 模 估 计 ， 是 一 种 重要 的 
先 验 估计 方法 . 然而 ， 当 我 们 考虑 一 般 形式 的 方程 时 ， 上 述 的 简单 推理 是 不 能 实现 
的 ， 而 是 要 通过 一 种 迭代 技术 ， 这 就 是 我 们 要 介绍 的 De Giorgi ERER. 


4.1.2 Poisson 方程 解 的 弦 极 值 原理 
引 理 4.1.1 H pt) 是 定义 在 [ko oc) 上 的 非 抽 的 单调 不 增 画 数 ， 且 满足 


Plh) < I x) [p(k)]S, Yh > k > ko, (4.1.3) 
Xk+ a>x>0 8 >1. MJ 
piko + d) = 0, 
这 里 
d= M [olko] -228/28-09 
证 明 定义 数列 
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由 条 件 (4.13) 可 得 递 推 公式 
| < EON U Je G=012..). (41.4) 
HAAAT EN | 
pk) < Ë) (8 0,1,2,..) (4.1.8) 


其 中 7 > 1 待定 ， 事实 上 ， 若 式 (41.5) 对 于 s 成 立 ， 则 由 式 (414), 有 


Ia2(a+1l)a 
Plket!) <——a jolka)? 


olko) AM4920+l)e _1 
ST“ Jere lko)? . 


如 选取 r = 2e/(0—1), 并 还 有 
M e9eB/(8—1) 
da 
则 式 (4.1.5) 便 对 a+ i 也 成 立 ， 引 理 中 关于 d 的 定义 俗 好 能 满足 要 求 式 (4.1.6). 
EA (4.1.5) FS s — oo 取 极 限 便 得 到 引 理 的 结论 . 
我 们 现在 考虑 Poisson 方程 


—Au= (z), z eQ. (4.1.7) 


folko) ™ < 1, (4.1.6) 


TH 4.1.1 Ë feL”(2), u € HHO) 为 Poisson 方程 (4.1.7) 的 弱 解 ， 则 
supu < supu + Cl|fl|z= (Qa 
n on 


其 中 C 为 仅 依赖 于 nn 和 0 的 正常 数 . 
证 明 由 弱 解 的 定义 ， 积 分 等 式 


f vu: voir = f fod 
2 n 


对 任何 pe OP(O) 从 而 对 任何 pe HAO) 成 立 ， 令 1 = upu. IHEP k > L 在 上 
面 的 积分 等 式 中 到 p = (u 一 用 +, 得 


J yaa = 人 rear 


从 而 
f Velde < f |fødz. (4.1.8) 
Q O 
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由 嵌入 定理 ， 进 而 可 得 


(f loas) Yo re 


其 中 RRF n Tü Q, 而 


十 Co， n = 1.2, 
2<p< dn 


7 n > 2. 


因此 
27p 
[ f Pas) <c Í ez 
Alk) A(k) 
其 中 
A(k) = {z € Q; ulr) > k}. 
Halder 不 等 式 给 出 


1/P 174 
< P Idz ， 
f ae < [ Í al az) (Í M ) 


其 中 9 A p hiig, B 


二 十 二 一 |. 
p q 


lp 
(f Paz) <cf f ias) 
ACK) Alk) 


EENH h> k bf, Alh) C AK), 而 在 AR) E p> h- k, 我 们 有 


epde> Í _lePaz > (h PIAR, 
Alk) Alh) 


于 是 


i/a 


这 里 和 前 面 一 样 我 们 将 一 集合 E HWER |El 故 由 式 (4.1.9) 得 到 


(k — BAG) < CI AEN, 
即 
Ms (Slime) aap. 
AX p> 2 ST p> q, 引 理 A.1.1 给 出 
ME+dl=o 


79 


(4.1.9) 
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其 中 
4=C||flx=a ADT/ 00 2 加 
Cle /en 22/0 | Fron). 
按 A(k) 的 定义 ， 这 就 是 说 ， 在 名 上 几乎 处 处 有 
u < I+ CAPD p02p/ ON F|, — Q. 
推论 4.1.2 B fer”), u € HHN) 为 Poisson 方程 (4.1.7) 663888. RJ 


infu > infu — CH ie», 


其 中 C 34384 n fN 的 正常 教 . 
De Giorgi 和 迭代 技术 可 应 用 于 一 般 的 散 度 型 权 图 方程 以 得 到 弱 极 值 原理 .例如 
对 于 比 Poisson 方程 稍 一 般 的 方程 


-Atu + e(z)u = f(z) + divf(z), z Q, (4.1.10) 


我 们 有 
TH 4.1.2 设 p>n,0gcys) š M, fe Lr:(N), fe NR”), u € E1(Q) 
为 方程 [4.1.10) 66 86 8. X 


supu < supu+ +C (If lza- (m + If lleem) IPA 


infu 2 inf u- -C (lfern + Ifl) A, 
其 中 ps = np/(n +p), 3- = min{a, 0}, C RAT n, p, M 和 Q, 但 与 O 65 T X- 
无 关 ， 
证 明 留 给 读者 . 
34.2 ” 热 方 程 弱 解 的 整体 有 界 性 估计 
本 节 我 们 利用 De Giorgi 迭代 技术 来 做 热 方 程 弱 解 的 最 大 模 估 计 ， 
4.2.1 齐 次 热 方程 解 的 弱 极 值 诛 理 


定义 4.2.1 it u € WI (Qr), 其 中 Q> = 0 x (0,T), Z4 u £ Qr že 8,Qr 
上 前 上 下 确 界 分 别 为 


supu = inf {4}; (u — I+ = 0, a.e. FOr}, 
T 
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sup w = inf{l; (u — D+ eW)1(Qr)). 
år 


ifu =-sup(-u), dnf u=- sup (—u). 
首先 考虑 齐 次 热 方程 
> —Au=0, (z,t) € Qr, (A.2.1) 


其 中 CR" 是 一 有 界 区 域 ， 了 > 0. 
命题 4.2.1 it u € Wi" (QT) 为 齐 次 热 方程 (4.2.1) 的 弱 解 ， 则 


supu < sup u. 
Qr dpr 


证 明 按 弱 解 的 定义 ， 对 任何 y EC” (Qy), 有 


ff (tup + Vu: Ve) drdt = 0. 
QT 


上 式 中 检验 函数 y 也 可 以 选取 为 WL (Qr) 中 的 任意 函数 , 设 ! = pp uk>l 令 


p= (u — k)+, 则 . a 
p EWF (Qr) CW (Qr). 


将 o 代入 到 上 面 的 积分 等 式 中 ， 并 利用 弱 导 数 的 运算 性 质 ( 见 命题 1.2.8), 得 
f/f (u — k)elu — k)+dzdt + Jf Viu — k) : V(u — k) dzdt = 0, 
Q= Q 


即 

1 0 

aJ, ae- Retr f| Mu- DT asa =o. 
再 利用 引 理 3.1.2, 便 可 得 到 

3 OET) - ñas — š f rule, 0) — Ra ))2ds 
+ A |V(u — k), ddt = 0. 
根据 推论 1.4.6, 有 
J oule:0) -Har = 0, 


Ka J ve — Dasar < o, 
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应 用 Poincaré 不 等 式 (对 空间 变量 }, 进而 可 得 


f f (u — k)} dzdt < p f j) [Vu — k)+| dedi < 0, 
Qr Qr 


其 中 u > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 . 0k ulr, t) < k ae FOr EH k >it 
任意 性 即 得 命题 的 结论 . 
推论 4.2.1 设 u € W) (Qa) 为 齐 次 热 方程 (4.2.1) 66 88 4. W| 


s 
4.2.2 JEFA J 2805641 k IEE 
现在 转 到 非 齐 次 热 方程 
> ~ Au = f(z, t} (z,t) € Q<. (4.2.2) 


EIE 4.2.1 ik f e L” (Qr), u € Wi (Qr) 为 非 齐 次 热 方程 (4.2.2) 的 弱 解 ， 
则 
< +Cl|f||r= ¿Q+ 
supu < sup u HIES 


RFORNRÄT n tN 的 正常 数 . 
证 明 设 Ep 4 一 ! WHER EH k > 1 记 


y = (u — k) xE, tal, 


其 中 xintaAt) 为 区 间 tta 的 特征 函数 ，0 <t < to <T. W| 2 EW Qr). 由 
注 3.1.2 知 ， 在 弱 解 的 定义 式 中 可 取 p= (u — k) x|ti, t] 为 检验 函数 ， 于 是 得 到 


ff. {u — kje(u — k) Xt to]dzdt 
+ J Í xlt ta]lV (u — k), 2 dedi 
= f Í f(u — k) + |b, ta]dzrat. 
令 n 
n= f (u-d 


J uE T [0, 了 TI 上 绝对 连续 , 设 o 38 (O) 在 DT) 上 的 最 大 值 点 . 由 于 五 (0) = 0, 
Iy (t) 2 0, 我们 不 妨 设 c > 0. 对 于 充分 小 的 eE> 0, S t = c — z, ta = c, WI 


eJ aa he anng f me-t 
— = | G — k)1drdt + - V (u — k), | drat 
z ahe- Retr] J Wu- 
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1 f7 , 
¿f [ne - Da dea, 
注意 到 


t f d Ene _ 1 _ I ' 
Lf afe k)i dzdt = zg (o) Igle — £) 2 0, 


[ra F 
:/ f ise Pasa < $ f J e- s dzdt. 
E do~e ZQ £ Jo-e Jü 


® em 0+, 得 


f Vu(z.0) — k), Ë dz < f f(z, 0) (u(r,0) — k)+ dz. (4.2.3) 
O Q 


我 们 有 


估计 式 (4.2.3) 和 在 Poisson 方程 的 讨论 中 所 得 到 的 估计 式 (4.1.8) 是 完全 类 似 的 ， 
th Poisson 方程 的 处 理 方法 ， 今 


Arlt) = {zum > kh, Hk = sup |Ak(f)i. 
0<t<T 


MI 


1/p 179 
[ f o- pes) <c [ f paz) 
Axla) Akier) 


<Clifl|x=.q,) lAr) < CIF lesre, 


+oo. n= 1,2, 
2<p< g = |. 


na?’ n> 2, p-1 


对 Ile) 用 Halder 不 等 式 ， 由 上 述 估计 便 得 到 


其 中 


2/p 
(o) < (/ (u 一 exar) [Arla 
Arla) 
<(Clflregn a A. 
因此 ， 对 任何 te [0,7], 有 
l(t) < Rio) < (C|fl|z= q | eE. (4.2.4) 
rH PIHE h > k. t € |0. T], 有 


nt) > f Pde > (h= PAO, 
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故 由 式 (4.2.4) 可 得 到 
(o — kun < (Clflregr pp, 
ü 2 
C >° -一 
m< (Meen) jp-gp， 
H + p > 2, 故 
3p 一 4 1+ 24 51 
p p ` 


利用 引 理 4.1.1 便 得 到 


Ba = sup |Arra(f)| = 0, 
D<t<T 
其 中 


a=OCl|fllz= q y r 2Gp-4/(p-4) 


<Ci- Prg- p- fletQr): 


Ë A(k) 的 定义 ， 这 就 是 说 ， 在 Qr 上 几乎 处 处 有 
u < 十 国生 | 于 27p243p 号/ (2p 一 有 lII||x= Qo): 


推论 4.2.2 设 f€ L° (Q+), u € W2'1(Qr) ARRADA (4.2.2) 4 6 84. 
则 
infu > inf u — Ol flre 


其 中 C 为 仅 依 环 于 7 和 人 0 的 正常 数 . 
De Giorgi 失 代 技 术 可 应 用 于 一 般 的 散 庶 型 独 物 方程 以 得 到 弱 极 值 原理 ， 例 如 
对 于 方程 


r". Au + e(z, tju = f(m,t) + divy(z,t), (r,t) € Qr, (4.2.5) 


我 们 有 
定理 4.2.2 设 p>n,0 <et) < M, f £ lr (7), fe L° (0, T; LP (Q>, R"), 
u EWY (Qr) 为 非 齐 次 热 方程 (4.2.5) HA. A 


supu < sup t+ 
Qr plr 


+c ( sup Ifl + sup ifla) IQ), 
0<t<T 0<t<T' 


infu 2 inf Y_ 


T Öp Qr 
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-c í sup [fly + sup Ifl) ee, 
0<t<T Ot 


其 中 p, 二 np/(n 十 Pp), CREAT n, p, M fN, 但 与 [Q] 的 下 办 无 关 . 

证 明 留 给 读者 . 

注 4.2.1 在 定理 44.2.2 WERT, crt) > 0 的 乏 件 不 是 必须 的 . 如 采 改 成 息 
E lest < 朵 类似 的 结论 也 是 成 立 的 ， 事实 上 ， 可 以 令 u= eu, 其 中 入 >00 
待定 ， 而 将 原 方程 化 成 


> — Aw + (À + c)jw = e (f + divf). 


RER A= |c||r= q.) 就 可 以 保证 e(r, t) + X 20. 因此 ， 将 定理 42.2 的 结论 应 用 
于 妇 所 满足 的 方 得 ， 就 可 以 得 到 所 要 的 估计 . 


$4.3 Poisson 方程 弱 解 的 局 部 有 界 性 佑 计 


Moser 选 代 是 做 解 的 L 模 估计 的 另 一 种 重要 技术 . 本 节 的 主要 上 是 的 就 是 通过 
做 Poisson 方程 解 的 局 部 有 界 性 估计 来 介绍 这 种 技术 的 要 点 ， 


4.3.1 BFE) 解 


为 了 进一步 讨论 Poisson 方程 弱 解 的 局 部 有 界 性 估计 ， 我 们 对 方程 (4.1.10) 引 
ART (上 ) 解 的 概念 . 

EL 4.3.1 fu € HM) 为 方程 (4.1.10) 的 弱 下 (上 ) 解 ， 如 果 对 任意 的 
0 < e€ Cso(Q0), 有 


f (Vu: Ve + cup) dz < >) f (fe — f : Ve) dz. 

n Q 

有 时 我 们 也 说 方程 (4.1.10) 66 86 F (F) MZ A Pj 0 k 2 T 3k R 
-Au + c(z)u < (2)/(z) + div f (z) 


h. 

命题 4.3.1 4 f = 0, f= 0, c(z) > 0, u € HO) NLN) 为 方程 (4.1.10} 的 
TE. L g(s) 2 0, gis) 2 0, g(0) = 0. W w= glu) 也 是 方程 (A.1.10) 6588 T 
解 ， 

证 明 BERRE, IHE O0 <per), 有 


[o - Vy + cuip)da < 0. 
@ 
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因为 gs) > 0, u e Le°(Q), i 0 < z'(u)2 E HEO). 因此 ， 我 们 可 以 将 y(u)p BE 
检验 函数 ， 代 入 到 上 面 的 不 等 式 中 ， 得 
eye Vot gue + cug (uy) dr < 0. 
从 而 ， 注 意 到 9"(s) > 0, 我 们 有 
f (Van Ve + cwp)dz 
Q 
<- 人 g" (u)|Vul pds + 人 c(g(u) — ug'(u))edz 
< f e(g(u) — ug'(u)jpdz. 
Q 


由 于 c 2 0, o > 0, RAE w = g(u) 是 方程 (4.1.10) ASTI, KIA, hit 
g(0) = 0 和 g”(s) 2 0, 可 知 
g(s)— sg'(s) <0, Vs € m. 

注 4.3.1 命题 4.3.1 中 的 条 件 gle) 2 0, g' (s) 2 0, 可 以 换 成 gols) AFi 

M07228 65 Lipschitz H, 3L $ t HK 86 H 
3) ==, p> 1. 

证 明 留 给 读者 . 

4.3.2 Laplace 方程 弱 解 的 局 部 有 界 性 估计 


定理 4.3.1 设 z € Q, Ba = Bn(z9) c Q, u € HY(Q) (Y LeS(Q) 为 Laplace 方 
程 (4.1.1) 66865 FA. ml 


其 中 C 34 30CT n 的 正常 数 ， 

WA 由 命题 4.3.1, w+ 也 是 Laplace 方程 (4.1.1) HATA. A, RITES 
B uzi 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 将 整个 征明 分 为 以 下 三 个 步骤 进行 . 

第 一 步 证 明 反 向 Poinceré 不 等 式 ， 对 任何 了 22 有 


f n Vur dr < C f uP| Vn|2dz, {4.3.1) 
BR Er 


其 中 wz) 为 By 上 相对 于 Bp(0 < o < Z < RAUNAR, B y E Cr (B), 
0 < n(z) < 1, n(z) = 1 F Bp, n(z) = 0 + ñAXB;, A Vn < 7 
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在 弱 下 解 的 定义 式 中 选取 un-1(E E u 是 非 负 的 ) 为 检验 函数 ， 得 
f Vu: V(rPuP”l)da < 0, 
í} 


Bp 
(p— D f nur’ Vu|2dz 十 2f mp iVu . Vndz < 0. 
Br Br 


从 而 i 
= / m V up 22 + f qu Yu . nd < 0. 
P Bn Bpr 


利用 带 = 的 Cauchy 不 等 式 ， 我 们 有 


nu”! ?YuP!? . Trndz < Š f mvur/s Pde + L f uP|Vnl2dz, 
Br 2 BR 2e Br 


故 适当 选取 = > 0 可 得 式 [4.3.1). 
第 二 步 证 明 反 向 Halder 不 等 式 ， 对 任何 p 2 2, 有 


] 1/4 1 
一 一 ua dx <Ç == J urdz |, 
(= h ) (g -4 Ja, J 


其 中 


由 注 4.2.7, 我 们 有 


1724 
< Roq ( f (made) 
Br 


1⁄2 
<ont-sa ( Í [Vene Paa) À. 
Bn 


1⁄4 
(去 L esas) < =s f OPs, 
其 中 常数 C 仅 与 n 有 关 ， 而 由 反 向 Poincaré RER (43.1), 又 有 


f (v(m?) dz = f Vul? + up/2p|24z 
Br Br 
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(4.3.2) 
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<2 f PIV Pde +2 f wP|Vn|2dz 
Bpr Br 
<C f *P|Vr|2 dz. 
Br 
故 式 {4.3.2) 成 立 . 


第 三 步 ” 和 迭代 ， 
今 


在 式 (4.3.2) HE p = 2qF, p = Prti: P = Pr, 得 


1 A 1/(2g*+1) 
mj pp "aJ 
(= Bory 
f 1/(20*) 
SO (2) A(k+2)/(2q5) (> f ha) , 
R” Je, 
反复 迭代 ， 可 得 
1 1/(29*+1) 
2g8+1 
一 一 u dr 
[= hb | J 
1 1/2 
<04? (= f was) 
Br 
其 中 


由 于 &> 1 保证 了 上 述 两 个 级 数 的 收敛 性 ， o8 JARY. 于 是 对 某 常数 C( 仅 与 


n 有关), 有 
1/(2q*t1) 1⁄2 
1 f 28 十 1 ( 1 f 2 ) 
— u dr < C | — u“ dm . 
[= Ba | | J R” JBR 


最 后 ， 令 上 ~ oo, 就 得 到 所 要 证 明 的 结论 


1 2 1/2 
sup u < C = f u dz) . 
Bra S (a Br 
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4.3.3 Poisson 方程 诡 解 的 局 部 有 界 性 估计 
现在 转 到 当 f 三 0 时 的 方程 (4.1.10), BP 


—âu + e(zju = f(z), zsEAN. (4.3.3) 


定理 4.3.2 it O < c(z) < M, f e Le°(Q), u € HQ) NIOM) 为 方程 (4.3.3) 
6 T. MAERT M 的 常数 Ro > 0, #5 0 < R < Ro 时 ， 对 任意 的 
DEN, 只 要 Br = Bri) c 0, 就 有 


1 ; 1⁄2 
< — z 
supu < C ( = f E a +Cl|/llz=oy. 


EBg/2 


其 中 C AA k MT n Ro 和 M 的 正常 数 ， 
证 明 对 任意 的 ze Ee Q, $ == utle- P. plm 则 在 弱 的 意义 下 
— AZ + u 
=— Au — 2nl||f||s=to + cu + els — z] - flle 
<f + |= -°P flre — 2n) Flotg) 
Sf + M|z — 2 .floc — mif leem. 


1 


Ew 


取 Ro > 0 充分 小 ,使 得 RQ < 
-A+ <0 TBn,(z9), 


即 五 为 方程 —Au-+ cu = 0 # Bn,(z°) 上 的 弱 下 解 ， 由 命题 4.3.1, 3068 2 T, 
自然 也 有 
-Au + < Ü, +Bn,(z"), 


从 而 
-åņ4+ < 0, `F Bn, (2°), 


即 Z, 为 Laplace 方程 在 Ba) 上 的 弱 下 解 ， 于 是 由 定理 4.3.1, 可 得 


1⁄2 
spu < c [= f l, Paz) , O< Rg 
R” Jan 


n/3 


从 而 对 任何 0 < R < Ro, 有 


1 3 1/2 
sup u < C (= L, u de) + Clif lze). 


Bra 
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2E 4.3.2 定理 4.3.1 和 定理 和 3.2 中 用 来 做 局 部 有 界 性 估计 的 方法 通常 被 称 为 
Moser RRE. E-A RE HDi, CREA 


lullz= = lim llul. 


艇 有 界 性 估计 的 基本 思路 是 ,选取 适当 的 pk P pk, 它们 满足 po = R, jim pk = R/2, 
Jim Pk = +co, 设法 证 明 

Ar = |leller a) 
满足 递 推 公式 

Akti < C Ar. 


这 里 要 保证 级 数 l ok 是 收 敏 的 ， 


k=1 

4.3.4 Poisson 方程 弱 解 的 近 边 估计 

以 上 所 做 的 估计 都 是 针对 人 锡 的 内 点 进行 的 . 我 们 还 要 考虑 边界 点 附近 的 估计 . 
作为 例子 ， 我 们 对 典型 区 域 QT = (z £ EB";lz,| < 1(1 < í < n),>, > 0} 来 介绍 这 
种 近 边 估计 .对 于 一 般 形状 的 区 域 ， 我 们 可 以 采取 “局 部 拉平 " 的 办 法 ， 将 边界 点 
的 某 个 邻 域 化 成 这 种 典型 区 域 .当然 ， 在 司 变 换 时 , 方程 的 形式 也 要 发 生变 化 , 但 
从 处 理 方法 上 来 看 ， 并 元 本 质 的 差别 . 

定理 4.3.3 假设 O < ceir) < M, f € L®(Q?}), u € H1(QT)[]L°S(QT) 为 
方程 (4.3.3) 6686 FA, B u 在 QT 5 Kabúyik k. 则 存在 仅 依 赖 了 于 M 的 常数 
Ro € (0,1], & 3 0 < R < Rot, 3 Qt AALLS s z), RÆ B = 
Bk(z9) c Qt, 就 有 


1⁄2 
1 2 
sup < < C [= f." a) +CI|f||z= Qy: 


+ 
Bn/z 


其 中 BL(z0) = Ba(z9) N {z E€ R"; za > 0}, C 为 仅 依赖 于 m Ro 和 M 的 正常 数 . 
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本 节 我 们 利用 Moser 选 代 技术 来 做 非 齐 次 热 方程 弱 解 的 局 部 有 界 性 估计. 


4.4.1 FF(E) R 
我 们 先 对 方程 (4.2.5) 引入 弱 下 (上 ) PAE. 


$4.4 非 齐 次 热 方程 弱 解 的 局 部 有 界 性 估计 91 


定义 4.4.1 A u € WF (Qr) 为 方程 (4.2.5) 6688 F (4) 解 ， 如 果 对 任何 和 去 
e € CP (QT), 部 有 


f/f (up + Vu - Vp) dz < (>) [ (fe — fp drd. 
Qr Qr 
有 时 我 们 也 说 方程 (4.2.5) 的 器 下 (上 ) 解 是 在 梯 的 意义 下 满足 


BE Au + lw, bu < (2)f (wt) + divf (2t) 


的 了 画 数 . 

命题 4.4.1 设 f = O, f =0, clz,t) > 0, u € W (Q+) n L” (Qr) 为 方程 
(42.5) 6688 F$. Sia g(a) 2 0, Z(s) 2 0, g0) = 0, W giu) 也 是 方程 (42.1) 的 
RTA. 

WEAR FE (命题 4.3.1). 

注 4.4.1 命题 44.1 中 的 条 件 gl) 2 0, g'(s) > 0 可 以 楼 成 g(8) 为 下 上 西 的 单 
调 不 减 前 Lipschitz 遍 数 ， 其 典型 情形 为 


g(s) = sha p 2 1. 


44.2 齐 次 热 方 程 弱 解 的 局 部 有 界 性 估计 


定理 4.4.1 设 (到 如) € Qr, Qr = Qan(z9,to) = Bn(z9) x (to — R?,to+ 
RDC Qr, u € Wi'l(Qr)(|L°S(Qr) 为 齐 次 热 方程 (4.2.1) 的 弱 下 解 ， 则 


1 1⁄2 
sup x < CÇ ( - ff u daat) 
QA/2 Ret? QR ; 


f T O 384381 n ó F B. 

证 明 类 似 于 对 Poisson 方程 的 讨论 ， 我 们 也 分 三 步 来 完成 定理 的 证 明 . 

第 一 步 ”推导 类 似 于 反 向 Poincaré 不 等 式 的 估计 ， 

对 任意 的 R/2 < o < Z < R, 选取 B, 上 相对 于 B, WURA% nie), HI 
n € CF (Bo), ME 0 < niz) < 1, niz) = 1 + Bo, B [Vn(z)| < 
拓 ， 使 其 在 Q 上 有 定义 ， 对 任意 的 sE {to — p2, to +P) 选取 = CS (一 oc， 引 , 使 得 
g(t) =1 于 [ts—p?, s], &(t) =Ü 于 【一 co， to — p], 县 对 任何 < 8, 0 < E(t) < TEST) 
将 £ EEA (一 00,s) 以 外 的 地方 . 

不 妨 设 4 之 0, 否则 用 ut 代替 u. 在 弱 下 解 的 定义 式 中 选取 p = cu 为 检验 
落 数 ， 得 


J (ut pu + Vu. VE n u)) dzdt < 0, 
Qr 
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即 
3 f f . 2 Eu’ )dedt ~ f Í , méé uidzrd 
2 2 2 
+ /hs m Vul” drdt 
2 . 
+ |. uf yVu - Vndzdt < 0, 
其 中 Q: = B, x (ta — p2, t). ERE t = to — p” Bb E) = 0, ik 


f f. S (ayasa: = Í ， Eru? 


利用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 我 们 有 


2 f J ugn Vu - Vndrdt 
ay 


<l f f e2P|Vu|2dedt +2 Jf Elu? [Vn] dzdt. 
2 J JQ, Q, 


dz. 


t=s 


二 此 
1 f | dz + f f ep |V u] dedi 
2 By t=s Q, 
<i f f Eni |Vul dedi + 2 f f Elu? (Vn drdi 
Qy Qs 
+ f f n Et'u drdt 
Q, 
<1 f J En Vul dedt + —E J f udrdt. 
2 JJes, (W -p J os, 
于 证 


totp’ 
sup f nu? (m, tdr + f f n |Vulldzdt 
lo- KtE tP d By 如 一 62 J Byr 


sz J. u2d>dt. 


WZ HRt2S0ECBQ Hilder 不 等 式 的 估计 . 


设 x(t) 为 区 向 [to — p°, to + p2] KIEK, Mi x(tnu e V,(Q a). 由 tt 向 异性 


人 嵌入 定理 (定理 1.3.2), 可 得 


(wn fh, omaa) ° 
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<ctR( sp Í Omlet) de 
to- LtEtt R J Bn 


+f Í ` lv) (u) dzd). 


=C{n) R" í sup u(r, td 
“fa—p Sto d B, 


top? 
+ f f jau + uvnldzdt), 
By 


ta—p2 


其 中 
5/3, n=1,2, 
g = 


1 + 2n, n > 2. 


利用 第 一 步 折 证 明 的 不 等 式 ， 进 而 得 到 


1 179 
= tasa) 
| 2 I, 
(ai JÍ Kompan)" 
< [ S x(t)mu r) 
Rn+2 Qn 


<Cn)a-"( 人 mu (m tds 
to— <t + Pa 
tot? 
+ La L. Vu + uVn|2dzai) 
<C(n)R—" ( sup mau? (z, t)dz 


oo -AKEH J By 


+2 E M ga Vul drdt + 2 三 L u2|Vnl2dsdt) 


=> fL. t 2d+dt. 
由 命题 44.1, u" 也 是 方程 (4.2.1) 的 弱 下 解 ， 故 在 上 式 中 可 用 ut RE u, 因而 有 
1/2) 
1 k+ 

[== JE yt aet) 
c 1/24" 

一 2 h 
< (r JL. azat) | 
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第 三 步 ” 和 迭代 ， 

完全 类 似 于 Poisson 方程 的 情形 . 
4.4.3 非 齐 热 方程 弦 解 的 局 部 有 办 性 估计 

现在 转 到 当 了 = 三 0 时 的 方程 (4.2.5), EI 


u Au+ (z Üu = f(z), (z,D) € Qr. (4.4.1) 


定理 4.4.2 设 |e(z, < M, f € L®(Qr), u € Wr (Qr)N L” (Qr) 为 方程 
(4.4.1) 的 弱 咎 解 . 则 对 任意 的 (z9 to) € Qr 和 R > 0, AÈ Qr = Qori. to) C Qr, 
就 有 


an 
1 2 1 
supu < C (== JL: dzat) +Cl|f!ir= qr): 


Qaya 
其 中 C 34k i n, M 和 了 的 正常 数 ， 
证 明 > o= etu, W w ERHET 


S L Aw + (M + ju 


=e Mt (# — Au + cu) 
ge Mt f. (4.4.2) 


Ër IR Ru Er (4.4.1) H 0 < c(z,t) < 2M. $ T= w— t||/||z= or, MEE 
弱 的 意义 下 满足 


M ~ Au +g 


ðu 
= ` Au + cu || fll q+) — et||f||r=¿ q; 


=f — flen — etl|f||r= (qo) 
<0, 


BI u AAE (44.1) Arr Eny FE. FE 


T -Aū, +, <0, (zt) € Qr, 
从 而 


T _A5 <0, (z,t)E€Qr, 


即 Z, 为 齐 次 热 方程 (4.2.1) 在 Qr LART. HEE 44.1, 我 们 有 


1 2 1/2 
sup ü, < C (== Í z] dz) . 
Qa Ë Re+ QR 
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因此 


1 YL 
sipu < (Bn Í % dz) +C||fllr<=e (Q+): 
Qa Rn+2 Qr (Qr) 


类 似 于 Poison 方程 ， 我 们 也 可 以 考虑 近 边 估计 ， 这 里 我 们 不 再 讨论 . 
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本 章 继续 研究 弱 解 的 性 质 . 在 这 里 , 我 们 将 集中 介绍 揭示 椭圆 与 抛物 型 方程 解 
的 性 质 的 Harnack 不 等 式 ， Harnack 不 等 式 不 仅 对 散 度 形式 的 一 般 线性 椭 图 与 抛 
物 型 方程 成 立 ， 而 且 对 拟 线性 方程 也 成 立 ( 见 第 10 章 ). 但 为 简明 起 见 ， 我 们 只 就 
最 简单 的 Laplace 方 种 和 齐 次 热 方 程 立论 , 这 些 讨 论 的 基本 精神 也 适用 于 更 一 般 的 
线性 方程 和 拟 线性 方程 


85.1 Laplace 方程 解 的 Harnack 不 等 式 
本 节 考 虑 Laplace 方程 
—Au=0, reER”. (5.1.1) 


5.1.1 平均 值 不 等 式 


定理 5.1,1 设 u € CR”) 满足 方程 (SLI Wa R" 中 任意 的 球 BR 一 
Ba(g), # 


ul) = = Í, was (5.1.2) 
u(y) = r Í, wz)dz, {5.1.3) 
其 中 wn 是 R” 中 单位 球 的 测度 . 
证 明 设 pe (0, R) 将 方程 (5.1.1) 在 球 B, = Baly) 上 积分 ， 得 
f Audz = Suds =0, 
B, ən, IN 


其 中 n 表示 OB, 的 单位 外 法 向 量 ， 引 入 极 坐标 变换 r = |z — ylh z = E, 则 
u(z) 一 人 十 rz 由 上 式 可 得 
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8 
=p" 8 r” f 3 uw + onas. 


于 是 
1—n a = l-n 
p f , u(y + pzjds =R Í. uly + Rz)da 
=R!" ds. 
f aa ulrjds 
在 上 式 中 令 p 一 0+, 并 注意 到 


lim m" | uy + pzjds = nuna t(u), 
2 一 0 aB, 


便 可 得 到 式 (5.1.2). 
式 (5.1.2) 对 任何 如 > 0 万 立 ， 即 对 任意 p> 0, 有 
nung tul) = Í u()ds 


关于 p Æ (0, R) 上 积分 即 得 式 (5.1.3). 
5.1.2 经典 的 Harnack 不 等 式 
定理 5.1.2 it O < u € C2(R") 满足 方程 (5.1.1). 则 对 R 中 任意 的 球 BR = 
Briy), 有 
supu < Cinf u, 
Br Br 
其 中 C 只 依赖 于 n. 实际 上 可 取 C = 3". 
证 明 在 Br(y) 中 任 取 丁点 z! 和 z2, 则 有 
Ba(z') C Barly) C Barlz’). 


由 均值 不 等 式 ， 有 


1 
iet} =. 
ult) = Á. u(z)dz 


s= Í 
< 如 ja 
o Rn B;n(u) í ) 


1 
< u{zjdr 
wrdt” Ban(z2)5 () 


=3"u(z2). 
H zl 和 zw? 的 任意 性 ， 就 得 到 所 要 证 明 的 结论 . 


EÈ Harnack 不 等 式 是 对 古典 解 建立 的 ， 实 际 上 ， 对 于 弱 解 也 有 Harnack 不 
等 式 ， 下面 我 们 分 几 步 来 推导 弱 解 的 Hamak RER. 
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5.1.3 gup 4 的 估计 
Br 


DHE 5.1.1 # 0 < To <T, plt) 是 mT) AEREA hk, LATAE 
65 To <t< s< T, ç 满足 


g(t) < Op(s) + r +B. 


AtA, B 36 o Z 3F 8 838. B 0 < 1. 则 


A 
a <e ( 2 +B). VT < p< R< TY. 


这 里 CARAT a 和 日 的 正常 数 . 
证 明 j T < o < R< T. $ 


to = p, tii = ti + (1 —r)ri(R — p) (i = 0,1,..…), 
其 中 € {9,1) 待定 . 由 假设 ， 得 
A . 
Plt) S Pelti) + mr CR p= T P i=0,1,::: . 
递 推 之 后 可 知 ， 对 任意 的 之 1, 有 
A k-1 f 
(ta) < felte) + | ————+ B (ary. 
° eve [a= (RC) )> 


选取 7 使 得 gr < 1, 在 上 式 中 令 k— co 就 得 到 所 要 证 明 的 结论 . 
定理 5.1.3 i w € Hl (R") 为 方程 (5.1.1) 的 育 界 弱 下 和 解 ， 则 对 任意 的 >0 


和 0 之 <1, 有 
1 1/p 
gupu < CÇ (高 / (usde) ， 
Ban [Brl Br 


其 中 C 仅 依 赖 于 n, p 36 (1-0). 

证 明 ”由 命题 4.3.1 TTA, u 也 是 Laplace 方程 (4.1.1) KAFE PE, R 
们 可 以 不 妨 假 设 a > 0. 用 定理 4.3.1 可 直接 得 到 p = 2 的 情形 下 的 结论 ， 对 2 > 2 
的 情形 可 类 似 证 明 . 下 面 我 们 考虑 0 < p< 2 的 情形 . 设 0<p<2, 由 p=2 时 的 
结果 ， 有 


1/2 
supu SCR "2 (f dz) 
Bn 


Ban 
1-5 1⁄2 
<CR™ (supu) -»/ (f waz) 
Hg Ba 
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利用 带 e 的 Young 不 等 式 ， 得 


1 
supu < = supu + CRP ]jull zoien) 
Bor 2 Bpr 


记 p(s) = sup tt, 在 上 式 中 取 s = 0R, t= R, WE 


1 cC 
p(s) < 5 二 十 G aA rcBn), VO <s <t£€ R. 


( 


由 引 理 5.1.1, 得 c 
e(8R) < WI llera 

这 就 是 所 要 证 明 的 . 

5.1.4 inf uB) f& tr 


引 理 5.1.2 4 @(a) 是 取 上 光滑 的 西 画 数 ， @"(s) 20, uc HLR”) 为 方程 
(5.1.1) ERAM, N v= @(u) ë HL (R") 为 方程 (5.1.1) 的 强 下 解 ， 即 


f Vo: Ve <0, VO < e e C6° (R"). 
R” 
证 明 ”对 任意 的 检验 函数 0 < wp & CSS (R"), 有 
f Vu Vpdz 
Re 
=f (u) Vu . Vodz 
An 
=f Vu Vape- Í DUV odz 
Re Rr 
< 人 Vu- VE (vp}dr 
=Ü. 


注 5.1.1 B(s) 的 光滑 性 可 以 减弱 为 局 部 Lipschitz 连续 ， 
引 理 5.1.3 4 u € LD2(B,), LA B, 上 的 任意 切断 画 数 n, 满足 


(f. hal ya) 用 


Cm + Crê Í (Vn + m? ho? ay, Ym > 2, 
! Ba 


其 中 q> 1. W| # & 7-4 88 T m 的 常数 C > 0, 使 得 对 任意 的 m > 2, 部 有 


1/m 
( f waz ) < Cm. 
Bı 
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mi=ql, ó =2, ĝi = ĝi- ~ i=1,2, ， 


1 
2 
8 7 为 Bi, 相对 于 Bs, 的 切断 函数 ， 即 nE CE (Bs); 6 < 7 < 1, n(x) =1 + 
Bi, E. |V < 2:C, 则 由 假设 条 件 ， 可 知 


(Á. 


1/(2q!) 
*x=[f. as) ,进而 有 


L < < ou Hp- CUY age R a, f= 1,2,... 


1/q 
w'a) 和 Ce26-09 + C(2q)26-D f upper 


WK, f 
j 
L; < Ç ° gt + C: (2g)? Io, j= 1,2,.…, 


i=1 


pra = Yr 6 = -pin 注意 到 Y 1 < Cf, 由 上 式 得 


i=1 g= 4=1 
I; < Cé + Ca, 1 = 1,2,.…. 
对 固定 的 m > 2, 存在 自然 数 j, 使 得 26 1 < m < 26, 利用 Holder 不 等 式 ， 便 得 


l/m 
(f K < CT; < Cm + CN. 
Bı 


换 一 个 不 依赖 于 m 的 常数 C. 就 得 到 


1/m 
( f lndn】 < Cm. 
Bı 


引 理 5.1.4 设 o e RL.(R”), f was = 0, £ 
B2 
Au-+|Vu[2 <0, z€ R" 
# 33 3 T K 3. 则 存在 仅 依 精子 ni 的 常数 p> 0, 使 得 


m 
Gle)" <I, m=2,3,.... (5.1.4) 
Bı 
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证 明 ”我 们 分 两 步 米 证 明 . EA m = 2 时 的 结论 ， 再 利用 标准 的 Moser 选 
代 证 明 m > 2 时 的 结论 . 
设 meCie(53] WE 0 < n< 1,qn=1 T B, H. |V7| < C. R o = > ARRA 
数 ， 则 
f g Awdsr +f [Vuln dz < 0. 
R. Ra 


经 分 部 积分 并 利用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 得 
f Vw? de 
Bs 
<- f Auqa = 2 f AVN- Vudz 
33 B3 
<š J [Vul da + 2 f [Va| da 
2 JB, Bs 
于 是 
f /vwldr < C. (5.1.5) 
B; 


再 由 Í, w(z)dz = 0 和 Poincaré 不 等 式 ， 得 


f w (rdr < uf Vw]? de < C, 
Ba B2 


其 中 由 > 0 是 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 . 取 p < (2C)-1/2, BIS m = 2 时 的 式 
(5.1.4). 


下 面 考虑 m > 2 的 情形 . 取 o = hu |? 为 检验 函数 ,其 中 9 E C8*(B2), 满足 
0<n<1,n=1 T Bi. B. [Vg| < C, Wl 


f hot .lvwPan 
B; 
< -f plal” Awdr = f Vilu) Vwde 
B; B: 
=2 f nw” vn Vuds + 2. Í rho” tognwol ulde. 
B2 Bz 
而 由 带 ehg Cauchy 不 等 式 和 Young 不 等 式 ， 有 
1 
2n|Vn : Vw) < gz Vw? + 4m vol, 


PMi ujm + (2m), 


2mj)e|22_1 < Dr 
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因此 
f Piwi?” [Vul2de 
By 


1 
< | lo”. |Vul'de-+d4m / (Vni? :holds 
åm Ba Ba 


2m — 1 
2m 


tom" ni Vw de 


— — 1 2 Im, 2 
= (' 5) Í: hejt -Vl dz 


二 (2mj2m-1 f Vode 
Ba 


+ 


f lol?” . | Vao dz 
B; 


+4m f |Y]? ` | 2 de, 
Ba 
结合 式 (5.1.5), 得 
J nlo?” vwlds < CU2m)2m + 16m? f [vol ` ho "dz. 
Bs Bı 
于 是 
J, Phas 
Ba 
<2m Í wl 。 Vujas + 2 Í n|Vn| ` jw da 
By Bs 
< f mal?” - [Vw e + m? f i da 
Bz B. 
+z Í || : hel ds 
Bz 
< 2], 2m ， 2 3 2 m—1 jam =) 
f ut Sua an f n (ot) 
+2 Í nVn hola 
B> 
<C(2mj2m + 16m2 f (IVn[ + n) ` u 2" dz, 
B; 


AARAM, m 


( J hapas) “<o Í Mews 
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<C(2m)2" + Cm? f ([Vn| + hw dz, 
B2 


其 中 


由 引 理 5.1.3, 有 
上 ku" dz < (Cm)™. 


注意 到 m” < emml, 故 
f w|" dr < (Ce m!. 
Bı 


取 p = (2Ce)-!, 则 有 


m 
(ien <2, Vm > 2. 
Bı . 


定理 5.1.4 it u € HL(R") 为 方程 (5.1.1) 的 非 负 有 界 弱 解 ， 则 对 任意 的 
0 <9<1, 存在 仅 依赖 于 兄 和 (1 一 从 -1 的 常数 po>0 和 局 >0, 使 得 


sf > {1 po A ™? 
tuz [Za N dz) . (5.1.6) 


证 明 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 u > 0, BUTTAR ute (z > 0) 来 代替 u 为 简 
单 计 ， 我 们 设 R=1, 否则 可 采取 伸缩 变换 技巧 (rescaling)， 

对 固定 的 p > 0, + Bl) = Z, M (e) > 0. 由 引 理 5.1.2 可 知 ， du) 为 
-Au =0 的 弱 干 解 ， 从 而 由 定理 5.1.3, 有 


于 是 


即 
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以 下 只 须 证 明 存 在 po > 0, 使 得 


f u dz | dz < C. (5.1.7) 
Bı Bı 


— _ _ _1 = 
&m=mnu- 8p, 8 = A Í In ud, 则 人 t{zjtz = 0, 于 是 为 使 式 (5.1.7) 成 
立 ， 只 须 


erividr < C (5.1.8) 
Bı 


成 立 ， SEE L. A (5.18) AAT 


f er-u) qç < C, f eünu-A dy < C, 
Bı | B: 


这 两 个 不 等 式 相 乘 即 得 式 (5.1.7). 
为 证 存在 po > 0 使 得 式 (5.1.8) 成 立 ， 我 们 应 用 引 理 5.1.4. 为 此 需要 验证 引 理 
5.1.4 的 条 件 ， 即 证 明 在 分 布 的 意义 下 ， 有 


Aw + |Vw? <0, z€ R". (5.1.9) 


由 于 -Au = 0, 故 对 任意 的 0< o e CF"), 有 
f Vu- v (£) dz = 0, 


即 1 i 
. 2 
人 — Vu. V odz 一 f. — [Vul dz = 0, 


也 就 是 
f Vw - Veodz — f [Vu] pdr = 0, Y0 < p € C? (R"), 
Ra Rs 


而 这 就 表明 在 分 布 的 意义 下 满足 式 (5.1.9). 
5.1.5 Harnack 不 等 式 


定理 5.1.5 it u c HLR”) 为 方程 (5.1.1) 的 非 负 有 有 界 能 解 ， 则 对 任 襄 的 
0<08<1# R> 0, # 
supu < C inf u, 
Bar Ban 
其 中 C Atk30-+ n (1-8. 
证 明 ”由 定理 5.1.3, 对 任意 的 2 > 0, 有 


1 17p 
supu < C (高 was) . 
Bon |Bzl Br 
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由 定理 5.1.4, 存在 po > 0, 使 得 


1 
f u 2 — 
H s(a Ba 


结合 上 述 两 式 即 得 斯 要 证 明 的 结论 ， 
5.1.6 Hölder 估计 
下 而 的 辅助 性 引 理 在 证 明 Halder 连续 性 时 经 常用 到 ， 


引 理 5.1.5 (B) 0, Ro 上 的 非 负 单调 不 减 函数 .如果 和 内 在 0 去.n < 1, 
0 <y<1, K > 0, 使 得 


1/m 
wdz) 


w(OR) Snu(RIFKER, 0 < R < F, (5.1.10) 
UAA ak T 0, n 和 了 的 常数 a € (0y) # C > 0, f $ 
o (R) < C | =) wR) + ER] 0 < R< R. (5.1.11) 
证 明 不妨 设 0-°n > 1, 否则 可 取 接近 于 1 使 这 一 条 件 满足 ， 而 对 这 样 的 
n, (5.1.10) 更 成 立 . 设 Ro € {9Ro, Rol, 令 
= hs=0,1,2,.. 
由 假设 式 (5.1.10), 我 们 有 
wlay) S (R, + KE, a=0,1,2,... 
通过 选 代 可 知 ， 对 s= 0,1,2,… ,有 


s—1 
wRa) wlk) + Y KR a, 
m=0 
_ _ a—1 
<w Ro) + K Ry0Y(-i) Y (g-7qym 
m=0 


ap (8t 1 
sq wb) + K hgg OD 1 moa 


tw(Řo) 十 天 说 bn TEN T 
=n'[e(Ëç) + CK PQ), 


其 中 C= — 7 _ M s= log Ë 因此 
-Iy — 1 Ee ho 


wl.) < (z) lwl) + CE], 8=0,1,2,... 
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其 中 = = € (0,7). 当 ño BUR (ORo, Ro] PF, R, (e = 0,1,2,..-) REGE (0, Ro), 
故 由 上 式 就 可 得 到 式 (5.1.11). 

定理 5.1.6 设 we Hü. (R") 为 方程 (5.1.1) HARER, 1AA o e (0,1), 使 
得 对 任意 的 有 界 区 域 0 c R”, 有 


[wlan < Ç, 


其 中 C IO OTT nn. 
证 明 ZEMER z? e R2 H R > 0, 


m(R) =infu, M(R) = supu, 
Ba Ba 
ES v =u- m{R), w= M(R)—u. M v 20, > 0, E -Av= -Aw = 0 FR”. 对 
v Aw WA Harnack 不 等 式 ， 得 


supu< C inf u, sup uo < C inf w, 
Bn/a Brya Enjo Bn; 


Bp 
M(R/2) — m(R) < Chn(R/2) ~ m(R)], 


M(R) — m(R/2) < C|M(R) — M(R/2)|. 
不 妨 设 C > 1, GWA CHIRE C. 外 上 面 两 个 不 等 式 ， 可 知 


M(R/2) — m(R/2) < BEF IMR) ~ m(B)|. 


令 F(R) = M(R) -m(B),n= CT: 则 f(R) 关于 R SOM, E 
f(R/2) <nf(B). 
由 和 迭代 引 理 5.1.5, 存在 a € (0,1), 使 得 
| (R) < OR, 


即 
[u], Br) < C. 


对 责 用 有 限 开 履 盖 定 理 即 可 得 到 定理 的 结论 . 
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85.2” 齐 次 热 方 程 解 的 Harnack 不 等 式 


在 55.1 中， 我们 建立 了 Laplace 方程 的 Harnack 不 等 式 ， 设 u c HLR") 为 
Laplace 方程 (5.1.1) KERARI., N 


supu < C{n, 8) inf u, Yo € (0,1). 
Ben Beor 


对 于 齐 次 热 方程 
F — Au = 0, (z, t) ER” x E, (5.2.1) 
的 非 负 有 界 弱 解 ， 类 似 的 不 等 式 
supu < C(n,8) inf u, Y8 e (0,1) (5.2.2) 
Qon Qan 


是 否 成 立 呢 ? 下 面 的 例子 给 出 否定 的 何 答 . 
例 5.2.1 Æ (—R.R) x [0,R2] 中 一 uzz = 0 # ik ñ 8 


g 2 
u(z, t) = (t + R?) "exp f- k > A ) 5 


其 中 为 常数 . i0 eE (0,1), 对 固定 前 z € (—0R,0) U (0, 0R) á#e t € |ü, R2], 有 


2 
0-6 [2852) o were 


4(t + R2) 
可 见 式 (5.2.2) 不 可 能 成 主 . 

但 对 齐 次 热 方程 (5.2.1) 的 非 负 弱 解 成 立 着 另外 形式 的 Harnack 不 等 式 ， 下面 
我 们 分 几 步 来 建立 这 样 的 Harnack 不 等 式 . 设 (2°, to) € R" x Ry, R? < to, 记 


Bn = Brila?) = (z € R”; |z ~ z9| < R}, 


Qa == Q n(z9, to) 一 Briz’) x (to 一 R?, to), 
eep = Borz’) x (to — (8 + 3)R?/4, to + (0 — 3)R?/4). 
5.2.1 sup 的 值 计 


定理 5.2.1 i uc HL. (R" x R.) 为 方程 (5.2.1) HARET, Bl 


1 > 1⁄2 
< — 
wpu<c (= ff š dzdt) ; 


其 中 ORRAT n. 
证 明 h 84.4 齐 次 热 方程 解 的 局 部 有 界 性 估计 就 可 得 到 定理 的 结论 ， 
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5.2.2 inf 4 的 估计 


引 理 5.2.1 设 史 C 开 "为 有 界 吓 区 域 ， 人 为 Q ña 3A, ue w9), 
1 < p < +%, 则 有 


1 
llu — uwla < C Witham)" Vula, 


其 中 uw = 人 u(z)dz, C 是 仅 依赖 于 了 的 常数 . 


证 明 ”由于 C(0) Ewe 中 稠密 ， 因 此 我 们 可 以 仅 对 Ce{(D) 中 的 函数 
证 明 结论 . 
i u € Ce (fD. 对 任意 的 z,y € Q, 有 


zyl Əu(z r — 
ula) = ui) = f ° Se tre), Ww = Er. 


关于 yy 在 入 上 积分 ， 得 
_ ly Əu(z + rw) 
IV|(u(z) — uw) = 人 / p i. 
为 方便 计 ， 记 d = diamĝ, 
Əu(z + ru) z 
V(z +ru) = | ðr |, 34 十 mo € Ç), 
0, Ag+ rw € RN. 


于 是 
1 
|ju(z) — ux] Wi faf vet osa, 
= 1 4 n—1 
=w] f L.f p> V(z + rwjdpdwdr 


m Í 
= V(z + rw)dwd 
nN] Jo Jiws (z + rw)dwdr 


dn 
Sui 上 jz — |". |Vu(g)ldg. 


从 而 
f lu(z) — uy|Pds 
n 


< (Hn) L (e-u) as, (5.2.3) 
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# p = 1, 则 对 式 (5.2.3) 的 右 端 交换 积分 次 序 便 可 得 到 引 理 的 结论 ， 车 p > 1 
fi n = 1, 则 对 式 (5.2.3) 的 右 端 积分 利用 Hölder 不 等 式 也 可 直接 得 到 引 理 的 结论 . 
下 面 我 们 假设 p > 1 n > 2. 选取 p € (0,1), 使 得 


_ n n(p— 1) 
t- a-i) SP Syn 1 


Bp 
AL 一 n >—n, (1-—u)(1l-n)p> —, 


显然 这 样 的 常数 4 是 存在 的 ， 利 用 Hilder 不 等 式 ， 我 们 有 


(Í À. 22] 


r 
= ( [u= a=) -qe — 0-90-9. [Vuta 


p—1 
< (f lz 一 ye -ad . 


. 人 Iz — y| -A0 .|Vatgjlzag 


gd —n)pirn(p—1) f |z — |Ë 720- , Vu(g)|P dg. 
n 


关于 r 在 台 上 积分 ， 并 交换 积分 次 序 ， 便 得 到 


p 

f (f e-u: Nuo) a 

Q da 
Scented f f |z -wm .|Vu(g)Payaz 
-cocortre | (f j — 930) |[Yu(y)|?dy 

n XO 
SCdel-n)ptnp- Da -nptn f |Vuly)iPdy 
Q 


=c f |Vuly)| dy. 
Q 


将 上 式 代入 式 (5.2.3) HAWE EARE e. 
引 理 5.2.2 对 任 闽 常数 y>0, AAAA ER g(s) eC2(0, 十 0) 具有 如 下 性 质 : 
(ü) 对 任意 的 s > D, g"(s) > [g (e)? — yg'(s), g'(8) < 0; 
üi) 当 8 一 0+ tł, g(s) ~ 一 Ins ; 
(üi) # a 21, g(s) = 0. 
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证 明 我 们 先 分 析 g(s) tE. i 
f(s) = ~e se), 
则 
f“ +F = e ?lg" — (g + wg. 
“a 9 RER (i), 必须 有 f” +y f' 2 0, 即 h(s) = f' +yf E (0, +oo) 为 非 减 的 . 特 
别 取 


1—e T, + 


= —e (8) as _1l- e” _ 
fols) = —e max Í To 1) 


显然 , 35 s Z 18 fy +y = 0, 23 s 2 1 Bf fo(s) = —1, 从 而 ha(s) = f4(s)+-fo(8) 


满足 y 
= 1 当 s 0,1), 
o=] L= e77 EoD 


f 一 个 当 s € (1, +oo), 
而 lim ho(s) < lim, hols), H 


2 
f eho{s)ds = —e?7, 
0 


下 面 构造 g(s): 先 构造 hols) 的 光滑 通 近 h(s) € C°°|O,+oo) 满足 h(a) < 0, 
h'(s) 2 0, R. 


1 2 
h(s) = ho(s) 当 se [,2]U |, +eo), f ersh(g)ds = —e>. 


令 B 
fla =e "s f eh (s)ds, 

HJ F + yf = h, F(0) = 0, E. 

f(sy=-1l, s>2. 
再 构造 

(s) == —In(—f(s)). 
由 于 

(f'evay = (P + yfe" = Rs)eY > 0, 

故 Peet 单调 不 减 ， 而 当 。 > 2 时 J'(a)ev* = 0, 所 以 当 = > 0 时 fr(s)e"* < 0, El 
Fie) < 0, AT p'le) = —(f'(s)/f(s)) < 0. $ gle) = 9(2s), 容易 验证 g(s) MARR 
WA. 
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注 5.2.1 如 果 g(s) 具有 性 质 (ü, WL Gis) = glas + 0) 同样 具有 性 质 (i), 其 中 
常数 o> 1,8>0. 
引 理 5.2.3 it uc HL (R? x R.) 为 方程 (5.21) dE AIA R 


mesí(rz,t) € Qa;u(z,t) > 1} 2 umesQ a, Ü < u < 1, (5.2.4) 


则 对 满足 HOEST = Š h o e (0,4) 和 BE (a), Ska R n f u 的 常数 
h € (0,1) 使 得 


1 
mes{r € Ban; u(z,t) > h] 2 T mesBan, to — zR2 < t < to. 


证 明 设 t 是 Ba 相对 于 Ban 的 切断 获 数 , ED ¿ € C$ (Bn), 0 < ç < 1, 
ç = 1 F Ban, Yi < -JR 在 方程 (5.2.1) HARE EA rH RS 35 AA 


p= ¿CPI 421G (2), 其 中 | ERKA lti, t2] IERA, to — R? < t < tz < to, 
G(s) € C? (R) 满足 G'(s) < 0, G” (s) — (G”(s))? > 0, WA 


Ñ Í, (G luju + T(G (u) . Vu)dzdt = 0, 


Bp 
f É f (E G' (uju + CG" (u) Vul? + G' (u) Vu. VE) )dadt = 0. 
ti Bpr 


$ u = Glu), WE 
J É f, (Cm + |Va|2 + vw. Var 人 
= f” f EUP -C'e Mufana < 0 
利用 带 c 的 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 
[Vw VC21=2Ivw-vels ZE IVl? + 2|VeP. 
因此 


t2 2 
f f urdedi + 3 f f Cvwldzrat 
t Ba tı JBa 


t2 
<2 f f (Vel dedt < CR” < CmesBp. (5.2.5) 
t Ba 
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特别 取 w = Glu) = glu + h), 其 中 9 为 引 理 5.2.2 PHR, he (0,1/2] 待 
定 . 记 

E(t) = mes{z € Bn;u(z,t) >1}, N= (z € Boriulz, t) 2 h). 


按 假设 条 件 ， 有 
Tlt)dt > umesQr = R2umesBa. 
R2 


另 一 方面 ， 显然 有 


F(t)dt < oR?mesBp. 
to0—o R7 


故 


toe — R: 
f B(t)dt > (p — o) R2mesBa. 
to—R2 
从 而 由 中 值 定理 知 ， 存 在 7 E [to — R’, to- oR’), 使 得 
R(T) 2 TT mesBn. 
在 式 (5.2.5) 中 取 ti = T, ta € [to 一 oR?, tol, 并 注意 到 8 € (m, 1), 便 得 到 
f f ¿(2 dzdt < CmesBn < C(u)mesB,a < C(u)mesBan. 
T Br f 
因此 
f C (zu (m, tajdz 
Br 
ta 
= f f Choydadt + f C(ajw(z,r)dz 
T Br Br 
<C(u)mesBan + / Q (z)u(m, T)dz, (5.2.6) 
Br 
H T w= glu + h), 而 g(s) < 0, 我 们 有 
J eajwtotajdz 
Br 
>f z (z, t2)dz > mes( Ber\ Ne }g(2h). (5.2.7) 
Bar\Ney 
再 注意 到 g(s) = 0 4 s 2 1 BF, 又 有 
f ç (z)u (z, T)dz < f w(z, Tdr 
Bpr Br 
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f tu(z,r)dz < (mesBna — ji(7))g(h) 
(z€BRn;u(z,r)<11 


< ( 一 g2) g(h)mesBn = g ss s(b)ymesBan. (5.2.8) 
联合 式 (52.7), 式 (5.2.8) 和 式 (5.2.6), 注意 到 了 二 8" 一 了, 我 们 得 到 


3C (u) + 29(h) 


< 
mes( Bank.) < Sgh) 


mes Bs R- 


从 而 由 于 gls) ~ 一 lns (s — 0+), RRITE h 38:47, EA 
mes( Bean\N:,) < TmesBpn. 


于 是 


mesNt, 2 jmesBpn, Yta € [to — oR?, tol, 


即 
1 
mesí(z € Baniu(r,t) > h} 2 TmesBgn, to- oR? < t < to. 


注 5.2.2 如 果 条 件 (5.2.4) 换 为 
mes{{z, t) € Qa;u(z,t) 2 £} 2 umesQa, O< n< 1, 
则 因 Ë WADA (521) 的 非 全 弱 解 ， 所 以 由 引 理 5.23 可 以 得 到 
mes{z € Ban;u(z,t) > eh} 2 TmesBan, to — GR2 < t < to. 
BI 5.2.4 it u € HLR” x R.) 为 方程 (5.2.1) HtA aR, LAR 
Imes{fz € Bari ulr, t) 2 R} 2 vmesBgr, to — aR < t < to, 
K P 0<u<1, Ma 0 = 3 min(8, Va), 存在 仅 依赖 于 n, v, h 和 8 的 正 数 ?使 得 
u(z t) > y, (z, € Qan. 


证 明 + u = Glu), RH G(s) e CR) WE C(s) < 0, G” (s) — (G'(s))° > 0, 
则 在 分 布 意义 下 ， 纠 满足 
uk — Aw =G" (u) — G'(u)Au — G” (u)|Vu|2 
= — G" (u)|Vul? < 0, 
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因此 w 为 方程 (5.2.1) 的 弱 下 解 ， 由 定理 5.21, 可 得 


C 
2 2 
aD u < Rn+2 lize||z2¿Q. a): (5.2.9) 


其 中 C 仅 依赖 于 2 和 8. 设 5 为 引 理 5.2.3 的 证 明 中 所 用 的 函数 ， 在 式 (5.2.5) 中 取 
tı = ta — GR2, to = to, 得 到 
f ° (Quydadt + 1 T 人 Ç? [Vw] drdt < CR". (5.2.10) 
如 一 了 五 2 J Bp ta—o R? 
IIR w= Glu) = (E 


单调 性 知 w < 2 (2), Ë 


I a 人 (hu) dadt 
= Í calzjutz ddal 


- 上 C (z) (z, to — o R2)dz > -cn"a(Ë). (5.2.11) 


) (0 < k < h), 为 引 理 5.2.2 中 构造 的 函数 . 由 glu) 的 


t=to—o R3 


联合 式 (5.2.10) 和 式 (5.2.11), 得 


Ia Í. [Vwl?dzdt < CR” @ +o) (5.2.12) 
由 假设 条 件 并 注意 当 s 2 1 时 g(s) = 
mesfz € Ban;un(z,t) = 0} > umesBan, to — oR2 < t < to. 
应 用 引 理 5.3.1, 取 对 应 的 0 为 Ban, N = (z € Baniu(z,t) = 0}, 可 知 对 任意 的 


to- < t < t, # 


2m 十 人 
Í, w (z, t)dz oe f, |[Vw(z, t) |? dr 
(BR)? 
|Berl? 


<CR2 f |Vu(z, Dla. 
Bpa 


£C 


Í. |Vas(z, t) dr 


利用 式 (5.2.12), 进而 有 


to 
f J w? (z, t)dzdt 
fo =g H? BanR 


85.2 齐 次 热 方程 解 的 Harnack 不 等 式 115 


to 
‘p 2 
SCR f a f, WK drat 
SCR"t? + (D) . 
联合 上 式 和 式 (5.2.9), 便 得 


C k 
oP m? < gara lelto) < C (: + (8) ` (35.2.13) 


an 


A k= y 充分 小 ， 使 得 27 < h, B 


eo) >C(i+s()). (5.2.14) 


则 在 Qor LA u > ?事实 上 ， 如 果 论 断 不 成 立 ， 则 存在 (2i) e€ Qan, 使 得 
u(z. D) < y. 从 而 由 式 (5.2.13), 我 们 便 有 


(ÈD) < (EZR) opa < c (+): 


这 与 式 (5.2.14) 矛盾 . 

由 注 5.2.2 和 引 理 5.2.4, 可 以 得 到 

定理 5.2.2 (WñHarnacki FA) 4 uc HL (R" x R,) 为 方程 (5.2.1) 的 非 仙 
Ha, BAB e >02 jE (0,1), 使 得 


mesí((z,t) € Qr ulz. t) 2 g) 2 umesQn. 
MARRA n 和 js 的 常数 0 E (0,5) PRT mu n, e 和 0 的 正 数 x, 使 得 
u(z,t) 2 y, V(z,t) € Qan. 
5.2.3 Harnack 不 等 式 


定理 5.2.3 j uc HL (R" x R,) 为 方程 (5.2.1) 66 3E AAA, Rj] Ë tk 30 
F nitk 0 8 (0,1), 使 得 
supu < C int 型， 


R 


其 中 C lO T m fed. 
证 明 假设 supu = 1, 由 定理 5.2.1, 有 


1 ; 1⁄2 1 ， 1⁄2 
<0 (rha [Í ea)” <o (s f|. am 
Re+? Ban Rr+2 Qar 
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其 中 C 仅 依赖 于 n. 故 存在 仅 依赖 于 ”= WI 5 u ERREA e > 0 É z € (0,1), 使 
得 


mes{(z, t) € Qon; u(z, t) 2 e} 2 umesQon. 


由 定理 5.2.2, 存在 仪 依赖 于 n 和 & 的 常数 0 8 (0,1) 和 仅 依赖 于 n, u 和 9 的 正 数 
n 使 得 
u(z, t) 2 Yı (z, t} € Qar- 


于 是 1 
supu = 1 < — inf u, 
Gn Y Qan 


取 C= > 即 得 定理 的 结论 . 
下 面 考虑 一 般 情形 . 若 supu = 0, 则 结论 显然 成 立 .着 supu > 0, 令 w= 


supu. 
则 w 仍 为 方程 (5.2.1) HENE, H supw = 1. 由 上 述 论证 ， 有 


supu = 1 < C inf w. 
On Qon 


两 端 同 乘 以 supu, 便 得 


supu < C inf u. 
R Qor 


5.2.4 Hölder 估计 


HAI Harnack 不 等 式 ， 可 以 得 到 齐 次 热 方程 (5.2.1) 解 的 Hölder AAt. 

引 理 5.2.5 # u € Hl(Qx,) 为 方程 (5.2.1) 在 Qn, 中 的 有 界 弱 解 ， 则 存在 仅 
MT n 的 常数 9 e (0, 2) 和 o € (0,1), 使 得 对 任意 的 0 < R < Ro/2, 或 者 有 

(i) gcu < CR, 


SRA 

(ü) gcu < a oscu. 

证 明 设 supu = M. 不 失 一 般 性 ， 可 设 o(R) = oscu = 2M, 否则 做 变换 
s= u 3 (supu + itu], B v DE (82.1) 在 Qa, HRERS, M 


oxy = osc u = 2 supu. 
Qn QR Qr 


如 果 M < R, 则 对 9e (0,1), 有 


osc u < oscu = 2M < 2R. 
BR Qn 
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由 此 可 推 得 论断 (i). 
下 面 我 们 证 明 当 M 关中 时 论断 (ü) 成 立 ， 为 此 注意 


1 
mes{{z, t) € Qn." 之 0} 之 smesBn 


和 
mesí(r,t) € Qan, —u 2 01 2 ZmesBa 


总 有 一 个 成 立 ， 不 妨 设 第 一 个 式 子 成 立 ， 令 =1+ n MESO 且 满 足 
mes((z,t) € Qn,# 2 1) 2 mesBn. 
由 组 Hamack 不 等 式 (5.2.2) 知 ， 存 在 0 (0,3) 和 0 < Y < 使 得 


(z, t 2 y, (z, t) € Qor. 


于 是 
—M(1-— Jy) < u(r, < M. (x,t) € Qon. 
从 而 
a (0R) = supu 一 Inf u <2M(1- 2) = ow{p), 
其 中 o=1 一 z 


利用 选 代 引 理 ( 引 理 5.1.5), 可 以 得 到 
推论 5.2.1 ik uc Hl(Qn,) 为 方程 (52.1) £ Qa, PHARM, UEN 
依赖 于 了 的 常数 a € (0.1) 和 C > 0, 使 得 


R tx 
< — Ü < Ro. 
geu<C( 是 ) [ge u+ a]. < R < Ro 


进一步 ， 我 们 有 
定理 5.2.4 i wu € Hl (R* x R,) 为 方程 (5.2.1) WA RB M. SUA SM 
Fna o c {0,1), 使 得 对 任意 的 Qa C Qa C Rn x R,, € 


lula, Qa < C, 


其 中 C 仅 依 赖 于 9 和 Qa. 
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本 章 介绍 二 阶 线性 椭圆 型 方程 解 的 Schauder 型 估计 .我 们 先 介绍 Poisson Jr 
程 解 的 Schauder 型 估计 ， 通 过 这 种 典型 的 方程 ， 可 以 比较 铺 新 地 阐明 Schauder 型 
估计 的 基本 思想 ， 也 便于 抓 住 这 类 估计 的 本 质 . 然后 基于 这 种 典型 方程 的 估计 结 
果 ， 完 成 一 般 线 性 痊 圆 型 方程 解 的 Schauder 型 佑 计 . 

为 了 证 明 Poisson 方程 解 的 Schauder 型 估计 ， 我 们 采用 Campanato 空间 的 理 
ië. 相对 于 位 势 方法 和 Trudinger 给 出 的 基于 磨 光 算 子 的 方法 ， 证 明 要 简洁 许多 . 
另外 , 这 一 方法 不 仅 适 用 于 二 阶 线 性 顶 圆 型 方程 和 方程 组 , 还 适用 于 高 阶 方程 和 方 
Hu. 


$6.1 Campanato 空间 


在 第 1 章 中 ， 我 们 引进 了 Hölder 空间 ， 这 类 函数 空间 在 偏 微分 方程 的 经 典 理 
论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 按 定义 ,一 个 以 a € {0,1) 为 指数 的 H6lder 连续 函数 u 
满足 

lu(z) — uly) < Cle — y|”. 

在 许多 情形 ， 直 接 由 微分 方程 得 出 这 种 这 点 型 的 估计 是 比较 困难 的 . 然而 ,对 方程 
进行 积分 估计 总 是 相对 容易 一 些 , 那么 , 能 否 有 一 种 基于 积分 的 描述 方法 ,来 代替 
上 面 的 逐 点 千 计 ? 回答 是 肯定 的 . 本 节 引 进 Campanato 空间 ， 并 刻 曾 Holder 连续 
函数 的 积分 特征 ， 

定义 6.1.1 设 mCRn 是 一 有 界 区 域 ， 如 果 存在 A > 由 使 得 对 任意 的 ED 
和 任意 的 0 < p< diam, 者 有 


Mlz) 2 Ag", 


其 中 Q(z) =Q nB), WN: 24 (A) 型 区 域 
定义 6.12 (Gampanatt W) #221, g>0, 由 P(O) 中 满足 


[ulon = lul, ao 


1/p 
= sup (= f ko ea) < 十 oo 
m, (z) 


O< = diamG 
9 y 3 SE. A, A fE Q EK vz 22, 3k 


lellere = llulla (o) = 四 oo + lelea 


86.1 Campanato 空间 119 


后 得 到 的 线性 典范 空间 称 为 Campanato 空间 ， 记 为 LUN), 其 中 


可 人 
Uzo = 一 一 一 一 u(u)dy. 
P |9,(z)| Q, (z) @) 


注 6.1.1 [upu 为 半 范 数 ， 它 不 构成 范 数 ， 因 为 [upuan = 0 3 T. £ u=0. 

容易 验证 

命题 6.1.1 Er) 是 完备 的 ， 即 为 Banach 空间 . 

命题 6.1.2 (均值 的 性 质 ) G Q £ (A) 型 区 域 ，w € erm, EZ F p > 1, 
uo, 则 对 任意 的 了 E8 和 任意 的 0<p< 忆 有 


lu; R — Uz,p| < Clujp an Re, 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 A 和 p. 
证 明 对 任意 的 ye Q,(z), 我 们 有 
aaa — uso |P < 2P”1(|u,,a — u(g)P + uzp — u(g)P). 


fE Q (z) C fa(z) 上 对 gy 积分， 得 


(R(T) ae ~ Ur, pl 


<27! ( f luz,z ~ uly)’ dy + f luzo ~ T : 
Arla) Nals) 


Ap” juz R = Uzol? < Ciuk, a (R + p") < Cu], n R. 


[uz — ua o| < C|u),; 09 Rae, 


定理 6.1.1 (Hülderi& $k 9 k 05 4234) j Q X (A) 型 区 域 , n < z < n+p, 
则 
Lr) = ON), 
其 中 心 一 5 =. 
证 明 ik uec Cm), iE u € Cox) EEH z € Q, 0 < o < diam 和 
Y E ñ, (z), 有 


1 
le{y) 一 tsel =m E) 


f (u(y) — u(2))dz 
Qo (x) 


1 
<——p y) — u(z)|dz 
E] Ja luly) — u(2)| 
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[vlan a 
<— — z|“dz 
Nale) Jala -zl 

fulan a 
RR z|* dz 
Ap" (Di | 
— lulan f 2p n~l+o 
= An. 大 TnT dr 
<Cl[u]xa 8°, 


其 中 wn 是 R” 中 单位 球 的 测度 .因此 
pt f (2) ua 人) — wo,pl? dy 
<O cinp E) < CFonlu]a o, 
换 一 个 仅 依 赖 于 n, 4 和 了 的 常数 C, 就 有 
[u], 8 < Clu]sa. (6.1.1) 
X leize < Clulo;o, 因而 u € Lr), R. 
llallas) < Clulo. 


反 过 来 ， 设 u e LHM, 往 证 u e CCO. RE uee ERRERA 
a e Cof) 使 得 立 = w ae. z € ñ. 我们 分 三 步 来 证 明 . 

第 一 步 HË G, 

对 任意 固定 的 ze 页 和 且 > 0, $ R, = R/2 (i 二 0,1,2…) 由 命题 6.1.2, 可 
得 


|tz Ri 一 ts, Riyal < Chip a RPP, 


因此 对 任意 的 0 和 了 <i 有 
ju=,R; 一 uz,R,| 


i=1 
<Clulp un Rer? y` oktn— /ptn/p 

k=J 
1 — (20-72) i—i 


=C9°IP o Rien) poiln—u)/p 
C2 [u]ə, a nË 2 1 一 9(n—u)/p 3 


换 一 个 仅 依赖 于 n, A, p H 的 常数 C, 就 有 


|ts, R; — us n| < Clulp a a RA, (6.1.2) 
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这 表明 对 固定 的 z e Ü M R > 0, (u, n, o 为 Cauchy FA. 记 
üp(z) = lim us,n,. 
对 任意 的 0<7< R, $ r, = r/2i (i ==0,1,2,.…). 由 俞 题 6.1.2, 有 
las — uzrl SC[ul ari PRP 
OM 
=C julp a 全” Rue, 


因为 上 > n, 故 jim [Us Ri — ta | = 0. 从 而 ún(z) = 6+(z), 这 表明 irla) 不 依赖 于 
R BQ. 记 u(z) = ün(z). 

EZ WH ú= w ae, ren. 

在 式 (6.1.2) PR j = 0. ES í — co, 得 


Juz, 一 ü(z)| < Cluly uo RET, (6.1.3) 


从 而 


(z) = dim, ts, R, Vr E 全 
另 一 方面 ， 由 Lebesgue 微分 定理 知 
u(z) = am. üzs R, ae. 工 人们 ， 


AH, &= ae, > € $). 
S= H i ecm). 
对 任意 的 z,y € Q, z£ u, $ R = jz — ul, RITS 


lš(z) ~ i < fal) ~ u, an] + hizo — uyan] + juyan — ñ(g)!. 
由 式 {6&.1.3), 知 
lë(z) — uz 2n| + Nuwar ~ 8(9)| < Clu), a BE". 
& G = forla) YQ; R(g), MA 
san ~ uvanldz 


< Í juz ar — u(z)|dz + f luy ap ~ u(z)|dz 
(an (z) anly) 
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1/p 
Srl T ( f luz an — u(z)IP az) 
Tigri T}) 


1/r 
+ [Porty Yr ( f lty zr ~ spa 
Gan (1) 


SRP orla) P [ulpa + RP Por) [uj n 
<Clulp, un RUT, 
由 于 Qa(z) C G, i AR" < [Reil < IGI 因此 
luz aR — ty arl < Clujp a RATP. 
于 是 
jā(z) 一 üy}! < Ch), nlr 一 y| me, (6.1.4) 
从 而 


[al a < Ce], ao, 


其 中 C KF n. AM p. 我 们 还 需要 估计 ël. 由 式 (6.1.4) 834 8 # O E 
连续 ， 因 而 存在 z € Q, 使 得 

a iowa 
于 是 ， 对 任意 的 >E Ü, 有 


|ü(z)| <|ü(z) 一 u(z)| + 机 
一 | 试 + 而 i ŭ(y)dy 


<Cluj=n|z — zl + RT hälla 
<C(diamQ) jupan + Aul 
SC (lulen + lella) 

=C lullen. 


因此 
(élon < Chel [Att 


Am, ë ce(Q), E. 
llan = lian + lilo;n < Cijele». 


综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 
Ce (Q) = CS (0). 
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注 6.1.2 从 定理 6.1.1 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ， 若 a = ET € (0,1), 对 
0 < <1, 定义 新 的 半 范 数 


1/p 
WA = 四 多,o 三 sup (= f Ma) = w Pa) , 
151 


med 
0<p<AdiamK> 
则 这 些 半 范 数 与 Hilder Pig [u], a LRE S ray, p 
Ceo 和 四 只 no < Cao， (6.1.5) 


其 中 CC2 HAW T n, A, pu 和 入 的 正常 数 . 
事实 上 ， 由 式 (6.1.1) 和 显然 成 立 的 不 等 式 


{uo < Bpan 


就 知 式 (6.1.5) 的 后 一 环 是 成 立 的 ， 并 且 其 中 的 常数 C 可 取得 与 无关， 另 一 方 
H, RAFA (6.1.4) 的 证 明 ， 可 得 


|u(z) ~ u(g)| 


(à) 
|z — |° < Club; 


lh= sup 
Qc |r Nam 
又 不 难 证 明 , 
blaa < ($ +1) 42, 

故 式 (6.1.5) 的 前 一 环 也 成 立 ， 但 其 中 的 常数 C1 5 À 有关: 

命题 6.1.3 i Q Z (A) 型 区 域 ， 则 当 >n +p i, Pr 中 的 所 有 元 素 
均 为 常数 函数 ， 

证 明 由 定理 6.1.1 的 证 明 中 的 式 (6.1.4) 知 ， 对 任意 的 z,y 8 0, 有 


lë(z) — (| < Csolz — yl”. 
Rü a >nTp >n i ŽE ü= 12... ,到 存在 且 恒 为 0, 因此 了 为 党 
FA tt. 
86.2 ”半空 间 上 的 Poisson 方程 解 的 Schauder 估计 


本 节 我 们 建立 半空 间 上 前 Poisson 方程 解 的 Schauder 估计 . 
考虑 问题 
—Au(z) = f(z), = € R", (6.2.1) 


124 第 6 章 线性 椭圆 型 方程 解 的 Schauder 估计 


u(z)=0, Zz€ OR", (6.2.2) 


HoH R? = [z € R"; gn > 0), f e CR) 0 <a < 1. 
我 们 希望 得 到 如 下 估计 ， 
#r u 为 方程 (6.2.1) 的 解 ， x20 € Rt, Ba = Ba(z0) C RI, 则 有 内 估计 


[Does < © (Betulann + ll + ena); (623) 
P u 还 满足 条 件 (6.2.2), z0 e ORG, 则 有 近 边 估计 


[Dianty <C (Behloss + Ellont + [fas]. 624 
其 中 B# = B} (a°) = (z £ Ba(z?);zs, > 0}, C 为 仅 依赖 于 nn 的 常数 . 

注 6.2.1 由 插值 不 等 式 (定理 1.2.3) 可 知 , 估计 式 (6.2.3) 和 (6.2.4) 中 的 [D u]a 
THA lulz a. 

PE 6.2.2 Mirit k k ph u 


而 考 处 关于 如 一 yp 的 方程 ， 

注 6.2.3 虽然 我 们 所 考虑 的 堪 是 半空 间 RI, 但 从 以 后 的 证 明 可 以 看 出 ， 所 得 
到 的 内 估计 对 任何 卉 DD C R" 部 成立 ， 只 要 Ba = Bn(z9) c D. 同样 ， 所 得 到 的 这 
边 佑 计 对 以 超 平面 zn = 0 的 一 部 分 为 其 边界 的 一 部 分 的 域 DC R" 者 成立， 只 要 
z? € ADN {z € R”; £n = 0}, B£ = Bk(z9) c D. 

注 6.2.4 V TME 05454 X (6.2.3) 和 (6.24) 的 证 明 中 ， 为 方便 计 ， 我 
们 总 假设 所 论 解 忒 是 充分 光滑 的 . 实际 上 ， 为 使 估计 式 (62.3) 和 (624) 成 主 ， 只 
须 假设 所 论 解 ue Ce (R). 这 是 因为 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 的 命题 : 

命题 6.2.1” 车 对 E, 上 方程 (6.2.1) 的 充分 光滑 解 u tit, 【6.2.3)， 则 对 
(6.2.1) 的 属于 C2= (R!) 的 解 也 有 估计 式 (6.2.3). 若 对 问题 (6.2.1), (6.2.2) 之 在 
R, 上 充分 光滑 的 解 u 有 估计 式 【6.2.4)， 则 对 问题 (6.2.1), (6.2.2) 之 属于 CoR) 
前 解 u LAITA (6.2.4). 

证 明 先 假设 Ba = Br{z") CC RË. 于 是 存在 Ro > R, 使 得 Ba, = Ba, (2z9) 
cR}. 1 E e Ce (Bri) 为 相对 于 Ba WHRTHES. $ v= £u, Wve C2= (Ba), H 
满足 


a TO P o ECR), 则 可 代替 方程 (6.2.1) 


—Au=g, ze Bx,, (6.2.5) 


olaan, =0, (6.2.6) 


HHE g= Ef- uAt- VE- Vu, HF f ECRI), we C2e (Ñ), 8k g € Ce(Bn,). F 
是 可 选取 序列 {gm} C C°Ə(Bnx,), 使 得 当 m 一 oo 时 在 CBr) PRAF g. 考虑 


$6.2 半空 间 上 的 Poisson 方程 解 的 Schauder 估计 125 


JE iF [B EK 
—Avm = fm, z€ Bn. 
m| = 0. 
HBro 


根据 L2 理论 ， 这 一 问题 有 解 vm € Ce( 互 Pu) (参看 定理 2.2.5), E. 
lom — til cBro) < Cllgm ~ gillian) (m i= 1,2,..*) 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 ”和 Bao( 参 看 注 2.2.1]. 由 此 知 ， 当 m 一 oo 时 ， {um} 在 
H2(Ba,) 中 有 极限 ， 极 限 函 数 显然 是 问题 (6.2.5), (6.2.6) HAR, KERKE 
性 ， 它 在 Bn。 上 几乎 处 处 等 于 v. 

另 一 方面 ， 由 于 vm € C% (Bn), 根据 命题 的 假设 和 注 6.2.3, 我 们 有 


[D2wm]a;Bra 
<Ç (Wath 十 Belgmlons + me ) 1 (6.2.7) 
其 中 常数 C 仅 依赖 于 n. 根据 Poison 方程 的 极 值 原理 易 见 {vm} 在 BR。 上 是 一 
致 有 界 的 ， 且 当 m 一 oo BF, Æ Ba, 上 一 致 收 仿 ， 其 极限 函数 显然 就 是 由 于 式 


(6.2.7) 的 右 端 是 有 界 的 ， 利 用 Arzela-Ascoli 定理 知 ， 存 在 {vm} 的 子 列 {um} MR 
数 必 EC2e( 互 py2) 使 得 当天 一 co 时 在 Bra 上 有 


Um, (z) —no(2), 
Diu,,, (2) 4, Diwlz), 1&ign, 


Dius (z) _ wlz), 1 < i, j < Th, 
(“ — ” RRB). 在 式 (6.2.7) 中 取 m = mk 而 令 k — co 就 得 到 
[D w]e Ba < C (起 selsm 十 Z=ləlona + llinn) ` 


H TE Bra LERA w = u, ME Ba 上 ， = 1 故 上 上 式 就 是 式 (6.2.3). 这 样 一 
来 ， 我 们 就 对 BR CC Rtt 的 情形 证 明了 命题 的 第 一 个 结论 . 

假如 Br C R, 则 对 任意 的 0<e < R, A Br- CC Rt. 从 而 根据 上 面 已 经 证 
明 的 结论 ， 有 


1 
[Da oo <O (rp nalubss-, 


+ qa Əslflss-, + [faan J). 
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其 中 常数 CRAT n. W ue cR f e C=(R1), 于 是 在 上 式 中 令 £ — ot 
就 可 得 到 式 (6.2.3). 

为 证 命题 的 后 一 部 分 ， 我 们 先 取 域 D c R, 使 得 Bil) c D, E. 8D 充分 
AH. ER E € C$ (B.n) 为 相对 于 Ba 的 切断 函数 ， 并 作 零 延 拓 ， 令 v= gu, 出 
v € C>e (D), HWE 

| -Av=9, zeD, 
中 = 0, 
其 中 9 =E- uA- V€ Vu 完全 类 似 于 第 一 部 分 的 证 明 就 可 得 到 所 要 证 明 的 结 
论 . 
6.2.1 Caccioppoli 不 等 式 


先 考虑 半空 间 Ra 的 内 部 估计 ， 
定理 6.2.1 it u 为 方程 (6.2.1) 的 解 ， z0 € R", Ba = Briz?) C R", w= 
Diu (1 <í < n). MA 0 < 0 < R, X € R ff# 


L IDuË ¿s<c[; =Ë. (u A)?dz+ (R — p}? 人 Pae], (6.2.8) 
/ a Ry ms), (u — A2de+ Í (f — fade], (6.2.9) 
其 中 fa= EPI f, fia, C AGRA n HERR. 


证 明 itn 3 Br 上 相对 于 B, 的 切断 因子 ， 即 ?< C$ (Bn), 满足 
C 
为 证 式 (6.2.8), 以 Plu — A) RIE (6.2.1) 两 端 ， 在 Br 上 积分 ， 经 分 部 积分 ， 得 
f 7 Dular = -2 f nlu — X)Dn - Dudz: +Í lu — Mfdr. 
Ba Br BR 
对 上 式 右 端 各 项 利用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 进 而 得 
f n |Du|2dz 
Br 
< J, n |Duf dr + J — A} |D’ da 
1 1 
+ s(R— pP L. m fde + ya L. n (u — Nde 


F n |Du| dz + f (u — A}dr 
2 JBpr Br 


E 
(R — p)2 
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+3(R- f Pass Í Tu yas. 
由 此 使 知 式 (6.2.8) 成 立 . 
”为 证 式 (6.2.9), 以 (u — À) Æ u 所 满足 的 方程 
-Aw = Dif = Di(f — fn), 
在 BR 上 积分 ， 经 分 部 积分 ， 得 
f m |Du|2dz 
Br 
二 一 af nw — A Dn Daudz ~ 人 和 (一 fra)Diwadz 
-2 Í nt = Nf — fa) Donde. 
BR 
对 上 式 右 端 各 项 利用 带 c 的 Cauchy 不 等 式 ， 进 而 得 
f m Dau |? dz 
Br 
1 2 2 _ 2 2 
< 有 六 |Duwl a+c (w — X)2|Dn|2dz 


+c f m 2(f — fa)? de 


C 
< 人 lpePaz+ r sy J, t = Na 
_ 2 
+c Í (F- Pata 


由 此 便 知 式 (6.2.9) 成 立 . 
推论 6.2.1 i u 22 48 (6.2.1) 的 解 ， BR C Rn. N 
Í, so (z f ude + R| f 2. ,Br + ROYI, n) , 


其 中 C 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . R 


证 明 在 式 (6.2.9) PR p 8 RAND 2 m ÈR R A= 0 A 


C 
f |Du|? dx < = f wdz + C (f — fn)?dx, 
Bna/> Barja 


Barya 


而 在 式 (6.2.8) PIR p ft RAIN ÈRA R, 取 入 = 0, 则 得 


f was < ia Í “as + oR Í 207. 
Barja R BR Br 
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二 者 联合 起 来 ， 可 得 


f |D” dz 

Br/2 

< 名 人 Pato f Parc |  (f- Tayak 
R Baa 


< f as+ OR fü, + OR son 
推论 6.2.2 如果 B. CRI, R & B. 上 了 三 0, 则 对 任意 正 整 数 k, # 


lelle < Cleft) 


JL P ORARAT n 和 上 的 正常 数 , 
证 明 k= 1 的 情形 可 由 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.8) 直接 得 出 . TEER k=? 
的 情形 ， 由 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.8), 我 们 有 


C 
L |Du dr < ~- [Ry Í. uřdz. (6.2.10) 
再 对 D;u (i = 1,2,… ,n) 用 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.8), 又 可 得 


C 
uj? — suj dz. 6.2.11 
人 IDD;uj?2dz < CET L. |ID;u|2 dz. ( ) 


在 式 (6210) $ p=, R=1, 在 式 (6.2.11) 中 令 p= R R= 二 我 们 便 得 


f iDulidz < C f uda 
Bzy Ë. 


f IDD;u dz < cf ID |z. 
Biza Bay4 


H 


lel aze) < Clue, y 


k > 2 的 情形 可 类 推 . 
推论 6.2.3 如果 BR C R%*, AA B, 上 了 三 0, 8 


1/2 
wuse (E f, war) ; 
Bry/2 


APCE BRRAT n 的 正常 数 . 
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证 明 ARH R = 1, 在 推论 6.2.2 HE k > n/2, 再 利用 Sobolev 嵌入 定理， 就 
可 得 到 


sup lul < Chulla S Cellia 
1/2 


对 R> 0 的 一 般 情形 ， 利 用 Rescaling RRE ERER RI iTe. 
现在 转 到 边界 点 附近 的 估计 . 
定理 6.2.2 ”设立 为 问题 (6.2.1), (6.2.2) 的 解 , w = Diu (1 Si < n), 2? 8 ORY. 
虽 对 任意 的 0 <o < R, 有 
1 
上 ， IDu|2dz <C kar — Í, , ua2dr 


+(R- ef faz]. (6.2.12) 


1 . 
Dw dzs <C = J wde 
Ja | EEr Bš 


+ f 4- Jp)jzaz|， (6.2.13) 


其 中 fr= T f ,f(z)dz, CARENT n 的 正常 数 ， 

R n 

证 明 只 证 明 式 (6.2.13). 证 明 与 定理 6.2.1 类 似 ， 不 同 的 是 ， 这 里 我 们 用 w 
乘 ww 上 所 满足 的 方程 
— Au = Dif = Di — fn), 
然后 在 B} 上 积分 ， 得 
-f P wAwdr -f TwDi(f — fn)dz. 
B+ B$ 


n 


由 于 9e CSe(BR] 和 w| _ = 0, 因此 对 上 述 积分 进行 分 部 积分 时 边界 项 为 零 . 

注 6.2.5 在 做 近 边 估计 时 ， fa 表示 了 在 半球 BA 上 上 的 均值 ;而 在 做 内 估计 
时 ， fa kon f 在 球 Ba 上 的 均值 .为 蒋 单 计 ， 我 们 采用 了 同一 个 记号 ， 但 这 显然 
并 不 会 引起 混淆. 


注 6.2.6 HAA (6.2.13), 再 结合 方程 Dunu = — Š Deu f TRER 
k=:1 
f ID2v 2 dx: 
B} 


n-l 
af? 2 
<C (Eh [IDD;u| atf =) 
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<c[ 5 f _ IDufdz + Í (f — fa)?az| + Í Pd 
OR f N |Du|2dz + Í, ñ f’dz, (6.2.14) 


其 中 口 是 仅 依赖 于 于 的 正常 数 ， 

注 6.2.7 对 由 = Du 不 能 用 定理 6.2.2 PWERTA, AAA ul  =0 
无 法 导出 u n- 

# 6.2.8 在 定理 622 的 证 明 中 不 用 G — A) 作 检验 画 数 ， 是 因为 仅 当 
A=0 时 才 有 n (e o al, =0 = xP], =0 =0. 

联合 式 (6.2.12) 和 式 (6.2.14) 可 得 

推论 6.2.4 it u 25438 (6.2.1), (6.2.2) 的 解 ， 20 € 0 了 3、 则 

f |D2u|2 dx: 
+ 


BnR/2 
1 n 
<C (z: Í. ude + R”|f l,a +R PE ag) , 
R 


其 中 吕 是 仅 依赖 于 于 的 正常 教 . 
推论 6.2.5 如果 在 Bi 上 三 0, 则 对 任意 正 整数 k, 有 


= 0. 
0 


lulat) < Cllu||z2 (ry 
其 中 C Aik 3M T n 和 上 的 正常 数 . 

证 明 大 = 工 的 情形 可 由 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.12) 直接 得 出 . 对 4 和 Diu G = 
1,2,.… ,n — 1) 利用 不 等 式 (6.2.12), 再 结合 方程 , 便 知 当 k= 2 时 结论 成 立 ， 开 > 2 
的 情形 可 类 推 . 

利用 推论 6.2.5 和 嵌入 定理 ， 类 似 于 推论 6.2.3 的 证 明 ， 可 得 到 

推论 6.2.60 PB? 上 了 = 三 0, 则 


1 1/2 
sup lul < C | — f udr ， 
BE [= B 


其 中 C 是 仅 依 粮 于 n 的 正常 数 . 
6.2.2 ” 非 齐 项 局 部 为 零 时 解 的 内 估计 
定理 6.2.3 u 为 方程 (6.2.1) 的 解 ， BR C 了 RS， RÁ BR 上 了 三 0、 则 对 
f 0 < o < R, Ä 
2 py" 2 
f uds <C (z) f u2dz, (6.2.15) 


P R 
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p ?二 2 
hr 一 tj2dz <C (2) fe — un)2d=. (6.2.16) 
其 中 心 = = f u(z)dz, C ARRAT nn 的 正常 数 . 
[Bo] Ja, 
证 明 首先 证 明 式 (6.2.15). 由 推论 6.2.3 可 知 ， 当 0 < p< RR/2 时 ， 有 
h udr < | 至 "| supu? < Cp” sup ui go (EY L. 12 dz: 


wass f widz < P (£ gi u2 dx. 
hees ver ()/ 


结合 上 述 两 种 情形 便 知 : 对 任意 的 0 < o < RR, 式 (6.2.15) RE. 
现在 证 明 式 (6.2.16). 由 于 Djyw (j = 1,2,… ,nn) Æ Br 上 仍然 满足 Laplace 方 
程 ， 故 由 式 【6.2.15), 有 
J, Pras < (仙人 or j=1,2,...,n 


HER, WE 0< p< R/2, 则 由 Poincaré 不 等 式 


1 
4 f (u — up)?dr <C / |Du|2dz, 
0“ JB, B, 


f (u — upy} dz <c f |Du|2dz 
B, Bo 
<Cp? AW 2dr. 
p (£) Í, loa dt 
另 一 方面 ， 在 式 (6.2.8) 中 取 B= R/2, à= uR, 我 们 有 


上 |Du|2dz < wh, (u — ur)? dz. 
R2 


340 < p< Ri2 时 ， 有 
he — 92 dz < cf (°). "H [u — up) da 


当 R/2< p< R 8, 注意 到 gO) = f (一 Pdz 在 入 = us EREE, 显然 又 有 


J (u — up) da <f (u — un)°dz < f (u — up) dz 
Ep B, Ba 


得 到 
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n-+2 
ont2 f Ë undr 
<2 (£) he ury dr. 


结 台 上 述 两 种 情形 使 知 ， 对 任意 的 0< o < R, 式 (6.2.16) 成 立 . 


6.2.3 ” 非 旗 项 局 部 为 锥 时 解 的 近 边 估计 


定理 6.2.4 设立 为 问题 (6.2.1),(6.2.2) 的 解 ， z0 e ðR, & BE 上 了 三 0. 
则 对 任意 的 非 负 整数 i 和 任意 的 0 <p 所 只 ,有 


i2 py" 4 12 
/iP < o (8) J aa, 


其 中 局 是 权 依 赖 于 n 的 正常 数 . 

证 明 分 五 种 情形 来 证 明 . 

(i) ¿=0 的 情形 ， 类 似 于 内 估计 (定理 6.2.3 的 式 (6.2.15)) 可 得 结论 ， 

(ü) ¿= 1 的 情形 BUE k > nf/2 十 1, 则 当 0 <p< R/2 时， PARA TEME 
论 6.2.5, 可 得 


J |Dui de <Co" sup [Dul? 
BZ + 


Bary2 


k- 
<C y RD Í ; |Diudzr 
j=1 


ka 
<C (°) R? fÍ, ， udr. 
iH “ QQ = Ü, 可 知 
f wdr < CR? j (D,,u)?dz < CR” J |Dul2dr. 
Ba Bá BÀ 
Eq 0 < p< R/2 BF, 有 


2 py" 2. 
Jp dr < c (5) 大 dz. 


M R/2 < o < R BF, KAR C = 2". 
Gü) ¿= 20980E. 对 1<j<n, 有 Dj] _ = 0. 故 由 i 一 1 时 的 结论 ， 有 


adn € AW yl? 
f; Poetae (8) fa IDD;ul|2dz. 
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nl 
由 方程 Danu = 一 >` Du, 进而 可 得 


k=1 
fa (Dnnu) dz <c ( TÈ fa IDDku|2dz 


<C H S (Dul dz. 


2,12 Py" 2,12 
f Puare (8) J Dupas. 
Ë R 


(iv) i 二 3 的 情形 .利用 i = 2 时 的 结论 ， 对 1<j7<n, 有 


所 以 


Í. ID2D;u'd= <o (6) f. ID2D ul2 dz. 
Jaz Jay 


n-i 


IH Dunni 一 一 >》 Dirnt, 进而 得 


k=l 


ulda py" 3,12 
f. [Drunul dz <C{(5) Jy ID uj dr. 


所 凡 
3,12 Py” 3,12 
f, Puas < c (8) J puas 


(vi>3 的 情形 .相依 次 类 推 . 
定理 6.2.5 itu 32128 (6.2.1), (6.2.2) 的 解 ，z0 c ƏR2, BE ñ. B 上 了 三 由 
则 对 于 任何 切 方 向 导数 Du #o Ü < o < R, 有 


Ja Dude < c (£ ) É. IDË,,|2 dx, (6.2.17) 


其 中 C 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . 
证 明 ik e= Du, ML -Av = 0 F B4 B s|, _ = 0. 于 是 由 定理 6.2.4 可 得 ， 
当 0<p<R/2 时 ， 有 ° 


f u2 dr <o f (Davy ds 
B} B} 


<C (£) Í " IDu|2dz. 
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由 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.12), 有 
C 
f. , Dsi < Í. dz. 
故 当 0 < p< R/2 R, zÉ (6.2.17) 成 立 ， 而 当 R/2 < p< R ff, $ (6.2.17) 显然 成 
立 ， 这 时 只 须 取 C = 2"+2. 
6.2.4 选 代 引 理 
5 6.2.1 3 (R) £ fp, Ro] 上 的 非 负 音 调 不 减 沽 数 ， 且 满足 


dl) SA(E) HR)+BR, 0<p<RS ho, 
HF 0<8<als. 则 存在 仅 依 赖 于 A, a 和 日 的 正常 数 C, 使 得 


d <e (5 P) ig (G(R) +BR, 0<p< RZS Ro. 


证 明 令 y = glat 6). r e (0,1), E Ara < 1, WI 


PTR) SAT* GR) + BR? 

=A7% T" (R) + BR? < z“4(R) + BRŽ, 
PIT R) <-”4(rR)+ BTP RP 

<T” A(R) + B(T” + TP) RS, 
br R) Sr pT R) + Br2?6 RŠ 

<r3⁄4(R) + B(T™ + rt + 7 ) RE, 


PTTTR) <r(ktDvatn) + B (= 十 了 人 DY+ L... + 7*2) RP 
=r tD A(R) 
+ Br’ (r k(—8) 4 rik-B) J... L 1) RË 


TEE (I — HD-A) g 


= GR) + p——— 


<C" oR) + BRP], 
其 中 CO, 2 1 是 一 个 与 无 关 的 常数 .因此 


ATF R) ECT BGR) + BR], Vk >D. 
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对 任意 固定 的 0< p< R < Fo. WIENER k, E TR < o < +Ë R, WJ 
o(p) Sol R) < Or DoR) + BAS] 
OT- (5 (G(R) + BRI 
=c (2) BB) + BRAI 


6.2.5 Poisson 方程 解 的 内 估计 


定理 6.2.6 itu AFA (6.2.1) HR, u = Diu (1 < í < n), Ba, C R. nl 
#4t*05 O < o < R< Fo, 有 


I 2 
上 |Dw 一 (Dujp| dz 
C 
Shara Í. |Du — (Dw)rl de + ClflasBpn, 


其 中 C Af tk RT n ú rh Pk. 
证 明 将 多 做 如 下 分 解 ，w = uj +w 其 中 


| -Aw =0， 于 Ba， 


w| =w, 
Ba 


| -Aw = Dif = Di(f ~ fa, TBn, 


2| 
BBr 


对 Du 应 用 非 齐 项 为 等 时 的 结果 式 (6.2.16), 得 
Í |D — (Dun), Ë da < c(5) ) h, (Du — (Dun)n|?2dx. 
FTE, HEH 0 < o < R < Fa, 有 
f [Dw — (Dw), de 
B, 
<2 h |Dun — (Dun) | dz +2 Í [Du — (Dun), |? dz 
<c ( y L. Dun — (Dun)nl2dz 


+ | Dwa 一 (Dxa)n|” dr 
Br 
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<c ( s)” f, _Ipw- (Dw)rl?dz 
+C Mi {Dw ~ (Dwz)r| dz 


<c( ) |Du — (Dwjaldr+ C Í | Dun]? dz. 
用 wo 乘 以 ws 满足 的 方程 ， 然 后 在 Ba 上 积分 ， 并 注意 w|, = 0, 我 们 得 到 
Í 1puslzaz = — f uz Au dz 
Bn Ba 


= f wDilf ~ fa)ds = — Í ($ — fa)Diwada 
Pr Br I 
<i 人 ' (Dwal de + 5 f, C — fn} dz. 


J (Dwz de < f (f ~ fa} de < CR fn (6.2.18) 
Ba Br 
从 而 
h Dw — (Du) P dz 
<c ( ) 人 |Dw — (Dw)nl de + CR [fp, 
利用 选 代 引 理 ( 引 理 6.2.1), 最 后 得 到 
f [Dw — (Dw)p| dz 
B, 
<C ( ( Í, |Du — (Du)n|?dz + CRF, ne) 


定理 6.2.7 设 刀 为 方程 (6.2.1) 6A, w= Diu (1 < š < n), Ba C RZ. 虽 对 
任意 的 0<p< 全 ,有 


f IDw — (Dw)pl?de < Cp? Ma, (6.2.19) 
B, 


其 中 CORRRAT n w E p R. S 


Mpg =E rar uh, Bn + ma zir BR + FË, 1-1 3 
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证 明 根据 定理 6.2.6 和 推论 6.2.1, 我 们 有 


Í |Du — (Duy, dz 
Ba 


1 ' 
SCpn+2e (a 上 Dw — (Du)a/ |° dz + oa] 
R{2 


1 
n+2 4 2 2 
<Opte (iss: L. | Dx |“ dz + Misna) 


1 1 
<C t?e [u IN ude + Falf lbss + Min) . 


由 此 即 见 定理 的 结论 成 立 . | 
定理 6.2.8 itu Aht (6.2.1) 的 解 , 则 对 任何 z0 € R3, Bn = Ba(a9) c RY, 


有 


[D u]eBr 


i 1 i , A 
sC 人 十 qo f loBn + [fasan ) . (6.2.20) 


KF C X fa fk A F n 的 正常 数 ， R 
P’ 我 们 有 


证 明 ”很 据 定 理 6.2.7, If z€ Baz, 0 < p < 
f |D?u(y) — (D2u)a, (nar a| dy 
Betz) 1Bn;a 
<Í pt)- (Duy Pay 
B,(z) 
Ti 1 1 2 
SCpm [zs bi a+ planne + HBe) 


af 1 1 
Cpt? (Fe es + aa + Van) ' 


其 中 1 
D'u = ———— D?uly)dy. 
(D WBN Ba IB,(z) ABR, Jp,G) Ba 地 


从 而 
1 1 12 
ID? na a SE (mueta! ña tU, ) 


1 1 
sC ( r= lon + qa TBR + [eza ) . 


利用 定理 6.1.1 的 注 6.1.2 (6482 (6.2.20). 
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6.2.6 Poisson 方程 解 的 近 边 估计 


定理 6.2.9 4 u 3 FJA (6.2.1), (6.2.2) 的 解 , w = Dav (1 < í < n), z? € 3R}. 


natt čt 0 cps RS Ro, 有 


1 


1 T 
pira f Ë [Drwl? 十 |D, 一 (sy) dz 


j=l 


c SS pap 2 
Spaa at b [Dswl + |Dnw — (Dis) B| | dz 
+ Clflo pt 


1 x 
其 中 u, = EF | u(z)dz, C 2 Ck MO n 的 正常 数 . 
证 明 39 o EU F rf, w= w + ua, 其 中 
| -åw 二 0， 于 BA， 


wi | = ç) 
3B 


| -Aw = Dif = Di(f — fa, 于 BR, 


= D. 


wz 
BB 


34 1<j<mnBk, REE 6.2.5, 有 
wl 5)” / unl? < R< 
J, Penase (&) Dana, 0<p< R< R 


FE, HERM O0<p<R< Ro H 
f Dal 
B; 
< | Dans + 2 | IDn 
B} B} 
P n+2 I P. f I 2 
<c (£) f IDn Pas +2 人 |IDaoa Paz 
R R 
nt+2 
4)” fprwPar +e f (Droas 
Bš a$ 


(š 
<C (°) Í, : [Dywhads + CRN 


xB: 


(6.2.21) 


(6.2.22) 


86.2 半空 间 上 的 Poisson 方程 解 的 Schauder 估计 


这 里 我 们 利用 了 
f, ; |D;w: dr < Í, ; IDuol|2dr < CR™ [fl pt 
其 证 明 与 式 (6.2.18) 的 证 明 类 似 
34 0 <p < R/2 时 ， 利 用 Poincaré 不 等 式 种 定理 6.2.4, 得 


J [Daw — (Daw)pl?dz 
B} 
<2 f (Daun — (Dawi )pl?de +2 f Daws — (Dawa)pl?de 
B} B$ 
<C? f IDD, dr +C f [Dntwaldz 
B+ B. 


n 

<C (£) f (Dun |ds +C f |Duo|2 dz. 

RI JBha Bš 
n—1 


而 利用 方程 Dana = 》 D;yun 和 Caccioppoli 不 等 式 (6.2.13), 又 有 


j=i 


Í | [Dunas 


Ri 


r—1 
< a 2 . 2 
Í, |Danun! w+ 二 IDDywn ?ds 


R/2 j=1 


个 一 1 
2 
<C). f, |DD;w |? dz 


j=1 “ #R/2 


n—i 
1 2 
<E fa (Djun |° dz 


j=1 


c n=l C n—1 
<= 5 f + |D;wl|? dx + = > f. |D;us|? dz. 
j=1" BR j=1 “Ba 
因此 ， 当 0< pe< R/2 RF, # 
上 ,|Dnw — (Dnw)pl?dz 


<C (yy f IDrel2az+CRntza[f2 O. 
R j=1 Bİ aBn 
联合 式 (6.2.22) 和 式 (6.2.23) MA: 4 0 < p < R/2 时 ， 有 
号 一 
f b ID]? + |D, 一 (y dr 
Be \j=I 
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(5.2.23) 
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p 4 二 2 n-i 2 3 
< > j 9 — u 
<C (£) fa Eo + |D, — (Dw)al | dr 


+C + | J B 


再 利用 引 理 6.2.1, 就 对 0 < p < R/2 ETA (6.2.21). 4 
(6.2.21) 显然 也 成 立 . 

定理 6.2.10 设 为 问题 (6-2.1), (622) 的 解 ， w = Dal < i < n), 
2Z0 e RI. 则 对 任意 的 0<p 拟 > # 


< p < R Ff, 式 


f , IDu — ( (Du) de < CPt Ma, (6.2.24) 
B; 


J oF C 是 仅 依 赖 于 n 的 正常 数 ， 而 
1 1 
ME = Frie lvlo,at + š, B4 + VE, By 


i i=l, .n- 1. 由 定理 6.29 和 推论 6.2.4, 有 


n—1 
f. (> |D;wl? 十 | 她 nu 一 (Dnw)ol? )az 
. =: 


n 


a-l 


1 
<o (am f (X Do + Daw = Drie)apal) de 


Aja jsl 
+ [1 oo 
l 


Cp (ia 上 Pear + UE Bš, .) 
R/2 


1 

n+2 . 2 x 

Op"t (i Í. uds + Z= llop + fia st)- (6.2,25) 
R 


上 式 特别 就 包 合 ， 对 了 =12…… n - 1, 有 


f |Djw| dr < Cot Mnp. 
B% 


队 而 


2 
1 
(Dyw) = mT ( Í. (Dulas) 


ñ 2 f = 2a ` 
<= Ja |Dj dr < Cp" MR 
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于 是 ， 对 3 一 1,2,::: 一 1, 有 
有 1Djum 一 (Ditpjofar 


ef ,IDyepdn+ Í , (Dyuar 

SCPH Mp. 
式 (6.2.25) 还 包含 

f ID, — (Dnw)ol?ds < C0? Ma, 

BZ 
因此 

Í. Dw — (Du), dz < Cot Ma, 
K E, ,我 们 就 对 w= Dau(i 二 1,2,… ,n — 1) 证 明了 式 (6.2.24). 再 利用 方程 
Dnnu 一 一 3 Duu — f, WAR (6.2.24) 对 也 = Dau 也 成 立 . 

定理 6. 2 11 É u AFA (6.2.1), (6.2.2) 48, z? e OR9?. W| 


[D° ula; ;Bk/ (29) 


1 
íC (Z= lule Bao) + Fa floBk(eo) + Plaazen) ' (6.2.26) 


其 中 C X Ik3MOT n 的 正常 数 ， R 
证 明 根据 定理 6.2.10, 对 z € 8BA (z) N Bana), 0 < p < =, RITE 


2 r.) p 2 
Í, so PO- Daai a 


1 1 
n+ 2 2 2 
Cp [== lulo, gs C) + oa 十 [ae ) 


<Cp “MHR， (6.2.27) 

其 中 1 | 
2 z 2 

Ma = Frae "lengen + Fas | lo (0) + Hlospt tro) 


Ut r € Bhala?) W # = (2 Ye-1 0). 34 0 < z, < z Hf, XJ z, < p < 
B,(z) OBA (29) C BZ (2). 根据 式 (6.2.27), 便 得 


心 | 名 


;有 


[Du(y) — (Du) + 2q 
Í ana tala") @)- (D wa Negat] dy 
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< Í za |D’uly) — (D°u) pi , P dg 
<C t Mg. (6.2.28) 
而 当 0 < p < zx 时 ， 根 据 定 理 6.2.6 和 p = z, 时 的 式 (6.2.28), 我 们 有 


f |Dĉ’uly) ~ (D2u) pote) ldy 
B,(z) 


1 
<o (me 人 w |Dw ~ (Du)a,. (|? dz 


+|f saa) 
<C" ta Mp. 


总 之 ， 当 0< z < 工时 ， 对 0<p< 全 ,有 


|D uly) 7 (D'u) gcanat z’) | dy 


有 no al 


SCOp tMg. 


ñi Z < z, < É W, 3⁄0 < p < E, # B,(z) C Baale) C B$sA(8) c Bš(a9). 


|D2u(s) ~ (D2) g(aynBs (eo) du 


县 /2 


Donat en 
< f [D2u(y) ~ (D?u)g, ca) dy < Ca”*? Ma. 
B, (z) 
从 而 


2,079 1⁄2 
[Du], asia, any S CMA 


1 1 
sC ( gra llogen + ga loat + | lapten) - 


利用 定理 6.1.1 后 的 注 6.1.2 便 得 到 式 (6.2.26). 

注 6.2.9 如 有 果 所 论 半 空间 的 边界 不 是 超 平 面 tn = 0, 而 是 另 一 种 形状 的 超 平 
面 ， 我 们 仍 有 同样 的 近 这 估计 ， 在 证 明 中 自然 应 代替 w= Du = 1,2, n1) 
而 考 上 处 关于 超 平 面 六 切 向 导数 . 

注 6.2.10 利用 内 估计 (6.2.20) 以 及 将 边界 局 部 柱 平 后 利用 近 婉 合计 (6.2.26), 
便 可 得 到 解 在 马上 的 全 局 Schauder 估计 .由 于 我 们 将 在 下 一 节 对 一 般 线 性 燃 贺 型 
方程 讨论 如 何 建 立 全 局 Schauder 合计 ， 这 里 就 不 详细 讨论 了 . 
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663 一般 线 性 椭圆 型 方程 解 的 Schauder 估计 
考虑 一 般 的 线性 椭圆 型 方程 


Lu = — Gi; (z)D;;u + b;,(z)D;u + e(z)u = f(z), r 8, (6.3.1) 
其 中 Q cR 是 一 有 界 区 域 . 我 们 只 考虑 Dirichlet 问题 ， 边 值 条 件 为 
u| = píz). (6.3.2) . 


本 节 的 目的 是 在 一 定 条 件 下 , 建立 Dirichlet 问题 (6.3.1), (6.3.2) 解 的 Schauder 
估计 . 具体 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.3.1 设 8N € C2e, lij, b;, € € cem), Gij = Wjis LFA (6-3.1) 满足 
KALER, PAER O< X< A, E 


AJE < a;;()6,6; < AEP, YEER, ren. 


zit f ece, p e C2e (Q). 如 果 w 8 Ce) 是 Dirichlet 问题 (6.3.1), (6.3.2) 
的 解 ， 则 
lulz < Cifla + [phosn + Julon) (6.3.3) 

其 中 口 是 仅 依赖 于 n, w, X A, diam), as bi c 的 Ce (Q) 范 数 和 an 的 or “ 范 
3k” 的 正常 数 ， 这 里 9 的 C2a “Ht k MYR 2 50 的 有 限 个 小 球 内 将 边界 拉 
FAAR (z) 的 C30 范 数 的 上 界 . 

注 6.3.1 在 定理 6.3.1 中 ， 使 式 (633) 成 立 不 必要 求 uee, 而 只 须 
it u € Conen). 事实 上 ，、 在 后 一 假设 下 ， 我 们 有 


{ulaane < Cllflesn + Plan + lulo:n), 
其 中 
Q, = (= € N; dist(z, 00) > £}, 


而 上 >0 充 分 小 ， 由 此 及 充分 小 E> 0 HERRA, (6.3.3) RÈ. 
我 们 将 通过 对 所 论 问题 的 逐步 化 简 , 利用 半空 间 上 的 Poisson 方程 解 的 Schauder 
枯 计 和 有 限 开 覆盖 定理 来 完成 定理 的 证 明 ， 


6.3.1 问题 的 简化 


首先 我 们 指出 ， 在 对 方程 (6.3.1) 的 解 做 先 验 估计 时 ， 不 需要 考虑 一 般 的 边 信 
RF KAI, MRP o= uo M o|. , = 0 B 


Lw = Lu — Lo = f(z) — Le £ C” (9). 
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因此 ， 如 果 对 y 三 0 的 情形 能 得 到 估计 式 (6.3.3), WI 
|o 8 < C(|f — Lolan + lwlon). 
由 此 不 难 验 证 估计 式 (6.3.3) 也 是 成 立 的 .这 表明 ， 在 做 解 的 先 验 佑 计时 ， 可 以 不 
妨 设 e = 0. 
进一步 ,我 们 还 要 指出 ， 只 须 对 不 含 低 阶 项 的 方程 来 做 估计 , 即 只 须 考 虑 如 下 


形式 的 特殊 方程 
—aij(Z) Disu = Jie) TEN. {6.3.4) 


事实 上 ， 如 果 对 上 述 方 程 能 得 到 形 如 式 (6.3.3) 的 估计 ， 则 对 一 般 形式 的 方程 ， 我 
们 有 


lulz a;n <C(|f 全 b; D;u 一 culan + Julon) 
<C(lflan + lulan). 


利用 插值 不 等 式 ， 即 得 


lulz < Cil len + lulo,n)- 


6.3.2 ”内 估计 
如 前 所 述 ， 我 们 只 须 考虑 特殊 问题 
—aş(2)Dyu =J(z), ze Q, (6.3.5) 
ul, =0. (6.3.6) 


我 们 将 采用 凝固 系数 法 , 将 问题 进一步 归结 为 对 系数 为 常数 的 方程 去 做 信 计 . 
设 z" £ Q, 则 方程 可 改写 为 


—as,;(z9)D,;u = h(z), (6.3.7) 


其 中 
h(z) = f(z) + g(z). (6.3.8) 
g(z) = (ay (z) — a (2?)) Diju. 
给 定 光滑 一 数 ifz), 为 了 对 方程 (6.3.7) 的 解 敌 估计 ， 我 们 通过 适当 的 变量 将 
换 ， 进 一 步 将 方程 (6,3.7) 化 简 成 Poisson 方程 的 形式 ， 以 便利 用 86.2 得 到 的 结果 . 
由 于 À = (apla?) 为 正定 和 矩阵， 故 存在 非 奇 异 矩 阵 P, 使 得 PT AP = h, 其 中 


五 为 n 阶 单位 矩阵 $ 
y = PTy (6.3.9) 


5856.3 一 般 线性 栏 四 型 方程 解 的 Schauder 估计 145 


GE r, y 为 列 向 量 ). 记 PT = (P) 则 
ĉu Jü Byr -pP öù _ 
bei pp Or: "By 
Pu = P.. gù ` yi _ 
Pees Tiki yry Bri 
= — T 
= r , ù(y) = u((P7) ty). 从 而 
-aij (2?) Diyu = ~ai (2?) Pii Pij Di. 


由 于 PTAP = In, B 
aigla") Pei Pj = ôr = | 


于 是 原 方 程 (6.3.7) 化 为 
—At = hly), (6.3.10) 
其 中 和 = Qata + + 
我 们 断言 


hly) = h((PT) y). 


ATY! — g?j < |PTy1 _ PT?) < X12241 _ 22|， (6.3.11) 
即 空间 和 Y [JR EEST AF39. EXE, RA 
lyl = (£T PPT T) = (zf A's}! 


以 大 和 入 分 别 表示 4 BRAR, A 和 和 A-! 就 为 A-! 的 最 小 和 最 
大 特征 值 ， 故 
XP jal < lal < X21212], (6.3.12) 


根据 棋 贺 性 条 件 可 知 À < À < Ó < A, 故 式 (6.3.12) 包含 式 (6.3.11). 

现在 对 Possion 方程 (6.3.10) 利用 86.2 得 到 的 内 估计 . 这 里 要 注意 ， 虽 然 86.2 
考虑 的 域 是 半空 间 ， 但 正如 注 6.2.3 所 指出 ， 所 有 内 估计 都 与 所 论 域 的 形状 无 关 ， 
故 86.2 所 得 内 估计 可 以 用 到 我 们 现在 的 情形 ， 于 是 利用 定理 6.2.8, 我 们 得 到 如 下 
的 估计 : 


A2 1 _ 1 š ; 
Diatr <C (二 aa 十 Ja Moiba + 四 an ) (6.3.13) 
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其 中 Êr 表示 y 空间 中 以 R HPR PTI 为 球 心 的 球 . 自然 要 假设 Br c ñ = 
{y = PToiz € 人 2}, 为 了 表达 上 的 方便 ， 我 们 进一步 很 设 0< Rg1. 
设 h(z) 由 式 (6.3.8) 给 出 . 由 于 


ops SCR D0) Ba + l] Anl Dion 


<C(R°[P?ü] a, + 10); pga): 
[Slo, Bs < CR°[P2?8] a, < CR” ùh Bn, 
结合 插值 不 等 式 并 注意 到 0 < R < 1, 可 得 
Blaða <C (rlD?al a, + 走 los ) 
<C Gmn + Br ldo) ? 
入 a a 752, 1. 
loan SOR" (R° [D°]. a, + Fallos) 
<C R° (mia, + Baltes, ) . 
与 式 (6.3.13) 联合 便 得 
Dal pr, <O (FID? dl sa + gra lao 
1 - 2 
t gliog + Plait): 
回 到 原来 的 变量 z, 上 式 就 变 为 
[D°] aQ, <C (R° [Dulit + galtho 
+ loaz + Pabi) 
其 中 ñz! = (z = (PT) tyy € Br}. 这 里 注意 ， 不 等 式 (6.3.11) 保证 了 
[Dua Bz, < CiD alaban [Pa] a, < CD pa 
[lo, Bn < Olula 四 5。 < Clfio,aa: [f] Bs < CU]。sa， 
其 中 常数 C 与 z? € Q 无 关 .特别 就 有 
[Dregs, SO (RD ujan + gar lulo 


+ 二 yloa 十 [flesn) . 
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可 以 验证 Byna C BE!, 于 是 当 0< Rg1 泛 当 小 时 ， 我 们 有 
[Drulapa SO(R°|D?u|sa + Fors lon 
+ 走 lfloa+ [flen). (6.3.14) 


6.3.3 ” 近 边 估计 


为 了 建立 近 边 估计 ,我 们 对 边界 采取 局 部 拉平 方法 . 设 z0 e 80. 由 于 ən eo’, 
故 存在 z? 的 一 个 令 域 和 一 个 C2。 的 可 北 映 射 更: U — B,(0), 使 得 


TUNN) = B+ = {y € (0) yn > 0}, 
F(U n aQ) = 8B# N {y E R"; yn = 0), 
其 中 Ê (0) 表示 y 空间 中 的 单位 球 ， 记 


ðr; ; "2 OriOr; ; 


Piy 


这 里 亚 = (Ti, Vo, ,Dn). 则 


ðu _ Oñ Ouk _ A a 
Öxi 一 Br Ör: 一 Pei Dr, 


Fu På ði p A . 
= Op Ôu O_O yn = Px; Duû + PE Dy, 


其 中 x= 2. Du = gaas 
一 Qi 人 (人 Di = —à; (y) Pri Pis Dd — à; (u) PS Drū, 
其 中 à; (u) =a (9 a). FE, EEK y= U) 之 下 ， 方 程 {6.3.5) 化 为 
-âi (y) Pei P Dû — à (u) Ph Dei = f(y), (6.3.15) 


其 中 f(y) = (WH). 令 B(y) = VUA T. HT y = Ya) 是 一 
Coa 的 可 道 映射 ， 故 要 (WW-+(y)) 非 奇 异 ， 从 而 Ba) 为 正定 矩阵 ， 且 是 连续 的 . 用 
miy) 和 MG) 分 别 表示 B) 的 最 小 和 最 大 特征 值 ， 并 记 


, (g) = xd 人 ( 王 (0)) 故 


m= min my, M = max M(y), 
eBf ze ñr 


BJ 0 < m < M. 因为 


(üu (u) Pri Pi) = P(E HAGE (w 1007, 
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其 中 A(y) = (âu (9), i 
àg (y) P i P,&€6 = ETU (U YÂ (V TE. 
令 nly) = (W8 u) TE, WI 
Aln? < à; (2) Pei Pi, 6.6; < Alal’. 
由 于 n? = n = g£! B(g)š, 8 
mlg]? < ln < M ëB. 
从 而 
Amill? < á; (g) ku Pitit; < AMIE. 


由 此 可 知 方程 (6.3.15) 是 一 致 精 贺 的 . 由 于 更 是 一 C22 的 可 逆 映 射 ， 故 存在 常数 
0 < jn < po, 使 得 对 任意 的 zl z2 e Q nU, 有 


plz’ — z’) < IV) — @(22)] < aja" — z2|, 


所 以 zx 空间 和 4 空间 的 距离 是 等 价 的 . 

为 了 对 方程 (6.3.15) 的 解 建立 近 边 估计 ， 和 前 面 建立 内 估计 的 步骤 一 样 ， 我 们 
考虑 其 不 合 低 阶 项 的 方程 ， 对 它 采 取 凝 固 系 数 法 ， 并 通过 自 变 量 的 仿 射 变换 将 方 
程 化 为 Poisson 方程 ， 然 后 利用 关于 Poison 方程 解 的 近 边 估计， 这 里 需要 注意 的 
是 ， 经 优 射 变换 后 ， 6R? = {y € Rü;ga = 0} 变 成 了 另 一 种 形状 的 超 平 面 . 但 如 
注 6.2.9 所 指出 ， 对 这 种 情形 ， 推 论 6.2.11 中 关于 Poisson 方程 解 的 近 边 估计 同样 
成 立 ， 利 用 这 一 结果 后 ， 先 回 到 自 变量 y, 再 回 到 原来 的 方程 ， 最 后 回 到 自 变 量 =, 
便 得 到 


1 
[D u]a; On £C (r° [Diwlo.0 十 para Julon 
1 
+ gallon + {flesn), 


Jerh0 < R < 1,On CC 人 0 为 革 一 依赖 于 号 的 区 域 , 且 存 在 不 依赖 于 R B hi SY c > 0, 
ER ON Borla!) c On. FE, 340 < R< 1 适当 小 时 ， 我们 有 


1 
[D2u) a, <C( RP[D?u]so + ra llon 
1 
+ zalflon + [flesn), (6.3.16) 


其 中 fp 二 们 N Ba(z9). 
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6.3.4 ”全 局 估计 


结合 内 估计 式 (6.3.14) 和 近 按 估计 式 {6.3.16), AA ARARE, 就 可 以 建立 
Dirichlet 问题 (6.3.1), (6.3.2) 解 的 全 局 Schauder 估计 . 

由 内 估计 式 (6.3.14) 和 近 边 估计 式 (6.3.16) 可 知 ， 对 任意 的 2 c€ ,存在 
0 < Êo < 1, 使 得 对 任意 的 0< R < Áo, WA 


1 1 
[Dilana <Co (R° [Dulantzin ilfo aa): 


其 中 ma = QrnBn(z9), Co J 5 2°, RA fi 无 关 的 常数 ，Ba(z?) RAATSI 内 或 者 
其 球 心 z’ € Ən. HEP EE, 存在 有 限 个 这 样 的 开 球 Bpr, (z1), Bn, (22), `... 
Bn,,(z), 它们 覆盖 了 O. 其 中 zi € 0 (j = 1,2,… .m), 且 对 任意 的 0< R < Rj 
都 有 


[Du] ¿Q RC) 
<CofFelpzjso+ = luon + Tlflon + flan 
R2+ R 
[7 = 1,2, n" , m). 
令 
Ra = min Í (8Co) e, RPR , Rn} . 
则 有 
[D?u] Qa, (zf) 
, i 1 
<O (s [Dulun + passion + grlila + iea) 


对 任意 不 同 的 两 点 zz £ 0, 必 有 下 述 两 种 情形 之 一 发 生 : 
(i) |z — z”| > Ro; 
(ü) 存在 1 < jo < m ,使 得 sa” € Qon (22). 
若 发 生 G), 则 有 
Dul) — D2u(z”)| 
若 发 生 Gi), 则 由 式 (6.3.17) 可 得 


|D uls) 一 Dula”) 
[x 一 ze 


2 
< — I D°ulo;n. 
RS 
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< | Dwlosn,n, (zo) 


1 1 
<Co (8 [Du] + ralto + zg lon + Vian) . 


R 


可 见 不 论 在 哪 种 情形 下 ， 都 有 


1D2u(z’) — D24 (2731 
|z” a x”|e 


2 Ci 
<CoRg [D ujan + pg P oa + —slulo;n 
Co 


+% |f lo;a + Colflesn. 
从 而 
[D?u], SCR] [Duan + jg Dula 
+ garalulon + Fa llon + Colflan 
利用 播 值 不 等 式 ， 有 
gg uba < SD ulen +Cluloa， 


而 由 Ro < (3Co) Ye 知 
CoR¥ ID? un < $D ujan: 
将 上 述 两 个 不 等 式 与 式 (6.3.18) 联合 ， 进 而 可 得 
[Pilaa < C{hulosn + Ifan- 


再 利用 插值 不 等 式 即 得 式 (6.3.3). 


(6.3.18) 


第 7 章 ”线性 抛物 型 方程 解 的 Schauder 估计 


本 章 介 绍 二 阶 线性 抛物 型 方程 解 的 Schauder 型 估计 . 我 们 先 考虑 热 方程 , 对 这 
种 方程 建立 解 的 Schauder 型 估计 , 再 利用 这 种 估计 , 建立 一 般 线 性 抛物 型 方程 解 的 
同类 估计 ， 为 了 证 明 热 方程 解 的 Schauder 型 估计 ， 这 里 我 们 同样 采用 Campanato 
空间 的 理论 ， 
87.1 tt 向 异性 Campanato 空间 


在 第 6 章 中 ， 我 们 介绍 了 空间 区 域 上 的 Campanato 空间 ， 并 刻画 了 空间 区 域 
上 的 Hilder 连续 孙 数 的 积分 特征 .本 节 我 们 介绍 t 向 异性 Campanato 空间 ， 并 刻 
画 抛 物 区 域 上 的 Holder 连续 函数 的 积分 特征 . 

设 Q c R: M COS, T > 0. i: Q = Q x (0,T), z9 = (z9,to), 


Ip = 1,(t) = (to -pto+p), Bp = B,(z°), 
Qp = Q(z") = Q(z’, to) = B; x Íp. 
定义 7.1.1 (Campanato 空 间 ) it p21, p20, à P(Q) 中 满足 


[u], = [tilp 


1/p 
= sup (~ f f lu(y, 8) 一 sasay) 
0 (m.t)6EQ a QQ, (=;t) 


<p<diarm 


< + oo 
的 函数 组 成 的 集合 典 以 范 数 
lullen = ulere = 四 mg + lulle 


后 得 到 的 线性 睦 范 空间 称 为 Campanato 空间 ， 记 为 Cn (Q), 其 中 


1 ` 
”Qnep(z, | ,3)dyds. 
"ee = ONR t) Ja... u(y, s)duds 
注 7.1.1 [upang 为 半 范 数 , 它 不 构成 范 数 , 因为 [uy Q = 0 3 -£& $ w = 0. 
容易 验证 
命题 7.1.1 CHQ) 是 完备 的 ， 即 为 Banach 空间 . 
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定理 7.1.1 (Hilder 连 续 函 教 的 积分 特征 ] AN 2 (A) 型 区 域 ， 严 十 2 < n 
< n +2 +p, A 


LRQ) ~ C%=/2(Q), 
其 中 =Í OT? 
t r= 
证 明 类 似 于 定理 6.1.1. ， 
注 7.1.2 ”类 似 于 椭圆 方程 的 情形 ， 荐 o= _ € (0,1), F 0 < À < 1, 
定义 新 的 半 范 数 
1/p 
O) 一 -p _ p 
(uly g= EP ( f Í ro ea luly, s) — wrt,p| duan) ， 


0<p<Adiamri 
MEER Hölder FER [u]. aq ARR Fr, I 
Ci 四 -yae < lulpso < Co[u]s am. 


其 中 CoC RM OTT n, A p p 和 入 前 正常 数 . 
命题 7.1.2 “Š p>mn+2+pW, CpG 中 的 所 有 元 素 均 为 常数 画 数 ， 
证 明 类 似 于 命题 6.1.3. 
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我 们 先 建 立 热 方程 解 的 Schauder thit. 
考虑 如 下 热 方 程 的 第 一 初 边 信 问题 


ð 
= —Au= f, (m, € Q, (7.2.1) 
ul gZ (7.2.2) 


HF Q =R} x (0, +00), R? = (z € R”; £n > 0}, f E C==/2(Q), 0 < = < 1. 
我 们 希望 得 到 如 下 估计 ， 
# u 为 方程 (7.2.1) 的 解 ，z20 = (2 加 ) € Q, Qa = Qn(z9) c Q, 则 有 内 估计 
[DY ula,a/2;Q Rs < C [ #isboos + =lflqa + Unaon) ; (7.2.3) 


# u 还 满足 条 件 (7.2.2), z0 € R}, Q$ = 9R, 0) c Q, MARHE 


1 1 
[Du] a mQ, <C (二 oa 十 ga Iloa + [ls mos ) $ (7.2.4) 
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# u EREZIE (7.2.2), z? e IRG, QA = QR., to) C Q, 则 有 近 侧 边 估计 


1 1 
[D'ua ajat <C (Bloat + FAAET + [flsamQt ) | (7.2.5) 


# u 还 满足 条 件 (7.2.2), z° e ORZ, MAW — 侧 边 估计 


1. 1 
[Du] aqa, < C (ar lloasr 十 Re lfloor + Paana) 1 (7.2.6) 


在 上 述 诸 估计 式 中 C HRT n KRA, m 
Q = QR, 0) = Briz?) x I, 


Q = Qk (z? , to) = B} (2°) x In(to), 
QF = QR (z°,0) = BÀ (z°) x Ih, 
I$, = (0, R°}, Bk(z9) = (z € Ba(z9);z, > 0}, 

注 7.2.1 由 插值 不 等 式 (定理 1.2.3) 和 方程 (72.1) 可 知 , EITA (7.2.3), (T.2.4), 
(7.2.5) 和 (7.2.6) 中 的 [D2u] a2 THR |u|o +a 1+o 2: 

$7.22 假如 边 值 条 什 为 "|, ç 二 和 ç e CHAR), TRETA 
(7.2.1) 而 考 处 关于 u — e 的 方程 . 

注 7.2.3 和 祝贺 方程 的 情形 类 似 ， 在 以 下 的 证 明 中 ， 我 们 总 假设 所 论 解 充分 
光 浓 ， 否 则 可 通过 光滑 通 近 来 证 明 . 
7.2.1 ”内 估计 

与 椭圆 型 方程 相 类 似 ， 我 们 也 和 需要 建立 Caceioppoli 不 等 式 ， 但 在 形式 上 有 一 
EKA. 

EH 7.2.1 Bu AFA (72.1) 的 解 ， (1°,t0) € Q, Qr C Q, w= Du (1 < 
í < n). 则 对 任意 的 0 < o Rpg Ó € R, 有 

2 2 

sup f (u= APde + / Í _IDufasia 


P 


<C[ f Í Ndodt + (Rp f 8 Pax], (7.2.7) 
sp f -aaea ff |Dxo |? dzdt 
<C[ 222: f Í (wu — Adet + f Í (Ff ~ 向 和 对 (7.2.8) 


1 
其 中 fa = valh. Fiz Ddzdt, C ANRT n 的 正常 数 . 


154 第 7 章 AHATE Schauder 估计 


证 明 只 证 明 式 〈7.2.8)， 和 7) 的 证 明 类 似 .、 设 n) 为 BR 上 相对 于 5, 


BU UIW ES 3k, EH q € Có (Ba), 0 < q(z) < 1, n = 1 + B, A |Dn| < aT x 


Ë £ E CR), 0 < Et < 118 Z 0 Fi < hb - 2, £ = 1 T i 2 io — 2, H 
LeO < Ë n AEU 入 乘员 所 满足 的 方程 


Do 


= -Aw = Dif = Di(f ~ fn), 


然后 于 Q4 = Bn x (to 一 R2, s) (s € In) 上 积分 ， 得 
有 TE (e — X dzat 
= f f n E (w — AAwdrat 
Qh 
Pe2(w -为 Di — fa)d=dt. 
+ Jj Tet )Dilf — fn) 
经 分 部 积分 ， 得 
i/ Í. È peto _ à)’)dzdt — J T ， Petra — M drdi 
R RR 
-Jf PES — fn)Diwdrdt 
-2 / IB né (w — MF — fn)D,ndzdt, 
即 


; f met -yd 
2 Ina 


+ ff. WE Dw ardt 
=- Jf n? (w — à)Dy  Dwdzdi 

-f PEG ~ masqa 

-2 Jf, ,Wl = NF ~ fn) Dedet 


十 f Í ' EE {w — à) drdi. 
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对 上 式 右 端 各 项 利用 带 = 的 Cauchy 不 等 式 ， 进 而 得 
zh, Pew- + [f ,ED asa: 
<i f f _PËlDuazdt + C f 人 ， £2(w — X)2IDn| drdt 
+C Í Í ， PEU — fa) dzat 
+f Í EEI = and 
< J Í . n€? Du 2 dedt + Er. f f 0- M)2dedt 


+c ff. (f — fn) drdi. 


hme asl + ff , Pe IDultasat 
< / Í ©- APdsdi + C / 人 0- fn)? dedt. 
于 是 ， 对 任意 的 se Ip 有 
N e Pan) < 人 mE (w — Ada 
= f Í. w- A} dedit + C f 人 (f — jot 


sm Sf, 0- Metro [Í U- taiea 


x 
f Í |Dw| dedi < f f m e2|Do|2 dzdt 
< J. (w -avd +c ff G- fr)?drdt, 
EA (7.2.8) 成 立 . 


联合 利用 不 等 式 (7.2.7) 和 (7.2.8) 可 得 
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推论 7.2.1 iu AFA (72.1) HA, w= Dall < í < n), Qa c Q. xl 


sup f wde 十 f f |Dul2dzdt 
Irja J Bpja Qrja 
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C 
<= f Í drdt + OR? f op + CR™ ?+ ajnon 


其 中 CO 36k n ak B. V. 
证 明 在 式 (7.2.8) PE ft RAND Z M ER R A= 0, 8 


sup Í “as + || |Daj|2 dz dt 
iaga Baja Qaya 


C 
<= f/f wdradt 十 c ff (f 一 fan/4a) drdt, 
Qan/4 Qna 


而 在 式 (7.2.7) HR p RI RAI ŠR ft R, 取 入 = 0 则 得 


Jf (w| da dt < 5” f/f u2dadt + CR? Jf f2dadt. 
Qan/za QR Qa 
二 者 联合 起 来 ， 便 得 

sup Í widz + ff [Dwlidzat 

TR/2 2 Baja Irja 


< ff wasa + c ff fdrdt 
R° J Jon Qr 


+c f Í fonpe) dnd 


c TL fa 
< 元 I, uda di + CR iga + CR"™t?+t? 四 zaen: 
R 


反复 利用 不 等 式 (7.2.7) 可 得 
推论 7.2.2 XQ C Q, LEQ 1 f = 0, 则 对 任 吉 的 非 抽 整数 k, 有 


sup Í Dulas + ff (D*+ uj dedt 
Ija J Bija Qij 


<C J f usdzrdt, (7.2.9) 


KP C ZiIsefk30 T n 和 大 的 正常 数 ， 
推论 7.2.3 “如果 Q. C Q, E A Qa +L f = 0, I 


1 1⁄2 
sup |u| < C [Z= jf wazdt) ， 
QR/2 R"+2 QA 


其 中 CAREAT n 前 正常 数 . 
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证 明 先 假设 中 = 1. 取 自 然 数 ， > 于 二， 由 方程 


Diu = Au 


和 式 (7.2.9) 可 知 ， 对 7 =0,1, k, 有 


f f |D: Diu|2d=dt < f f |D: t u| dedt 
Q. 2 Q; 2 
SC f f t 2 dz dt. 
Qi 


lelaga < Clll). 
利用 Sobolev KAEM, 14 


从 而 


sup w < Olullgree, a) < Chulo) 
1/2 


对 站 >0 的 一 般 情形 ， 利 用 Resealing 技术 即 可 得 到 要 证 明 的 结论 . 
EH 7.2.2 设 世 为 方程 (72.1) M, Qa C Q, B Š Qn 上 了 三 0. 则 对 任 
意 的 0<p 所 RR 有 


f f . wdrdi < Ç (E y f IN u? dzdt, (7.2.10) 


J ju ~ u, |° dzdt < c ( Y Sh, ju — wr] drdt, (7.2.11) 


其 中 wp 二 E u(z,t)dedt, C ARRAT n 的 正常 数 . 
IQR] Ür 
证 明 先 证 式 (72.0) 利用 推论 7.2.3 可 知 , 4 0< p< R/2 时 ， 有 


ff wdrdt < |Q,| supu? 
Qe 


n—2 ynt +2 u? 
Cp Eup < < c ( y SL, dir dt. 
W 0 < p < R/2 时 式 (7.2.10) 成 立 . 而 当 R/2 < o < R br, A (7.2.10) 显然 成 
立 ， 这 时 只 须 取 C= 27+2, 

再 证 明 式 (7.2.11). 由 t 向 异性 Poincaré 不 等 式 (定理 1.3.3), 我 们 有 


Jf ju — u |2dzdt 
Q, 
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<C [” Í Í (Duj drdt + p° f Í pupaedt 
P P 


利用 方程 (72.1), 并 注意 在 Ga E f =0, 便 得 


ff ju — up| dz dt 

Q, 

<C G f | |Du|?dzdt + pt f | [autara] 
Qa Q 

<C G f f |Du|?dzdt + p* J | Dupas). 
q, Q, 


在 上 式 中 ， 对 Da 应 用 式 (7.2.10) 和 Caccioppoli 不 等 式 (7.2.7), 对 Du 应 用 式 
(7.2.10), Caccioppoli 不 等 式 (7.2.8) 和 (7.2.7), 就 知 当 0<p< 忆 /32 时， 有 


Í, ju — up| dzdt 
sC (sy G f Í m" iDul?drat + pt f 人 ' pepand] 
sc 全” [的 人 的] /fe wa 


取 入 = un 即 得 式 (72.11). 当 R/2 < p < B. Bf, R (7.2.11) 也 是 成 立 的 ， 这 时 只 须 
J C = 2n+4, 

类 似 于 Poisson 方程 的 处 理 方 法 ， 利 用 非 齐 项 为 零 时 解 的 内 估计 式 (72.11) 和 
进 代 引 理 (3[ 理 6.2.1), 我 们 可 以 得 到 非 齐 热 方程 解 的 内 估计 . 

EH 7.2.3 H u AFA (1.2.1) 6A, w= D;u(1 < t < m), Qn, C Q. 则 对 
tE O < p < R < Ro, A 


1 
ont A [Dw 一 (Du), |? dedt 


C 2 2 
Sms J Í Pe- (Pw)aldvdt + OB ajaan 


其 中 C ZAUR AT n 的 正常 数 . 


2 ~ Aw = 0, FOr 


w 


= W, 
Ə,Q n 
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= — Am = Dif = D (f — fn), 于 Qa, 


wal, = 0. 


对 wi AAMER IAEA (7.2.11), 得 
f f |Dun — (Dun), |? dzdt 
Q, 


` 9 十 4 
<C (2) J J |Dun ~ (Dani) R|? azdt. 
R QR 


于 是 ， 对 任意 的 0< o < R < Ro A 


f 人 Dw ~ (Du)ofP dndt 
<2 I, [Dun — (Dun) |? dz dt 


+2 f jJ [Dwa — (Dia) P dzdt 
Q, I 
P’ n+d ff _ 3 
<c ( £) p, Pe (Dwı)n| dradt 
+C f f | Dan 2 dedt 
QR 
p “N 2 
<C |= [Dw — (Das) r| drdt 
ü (x) Qa 


+c ff | Dao 2 drdt. 
Qr 


用 w R wa 所 满足 的 方程 ， 然 后 于 Qa 上 积分 ， 经 分 部 积分 并 注意 w aqa 0, 


我 们 得 到 
5 人 /人 date ff |Dwz| dxdt 


=f f Di(f — fa)qrat = ~ f f (Uf ~ Pa)Dandedi 


<; f Í pwsf rds + 3 f Í 一 Ja 


f f Ž (už jdzdt = f wž(z, D dz > 9, 
QR Br 


t=to+R2 


fh pasa < ff (t-a dedi < CRER apan: 
R R 
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于 是 
f |Du — (Dw)pl?dzdt 
Qp 
<C (Ey f h. |Dw — (Duyn|2 dead 
+ CR"+2t20| f]2 a/an 
HARRIE ( 引 理 6.2.1), 最 后 得 到 
f IB Dw — (Du), |? dzdt 
<c (2) "ae ( (f L. |Dw — (Dw) p|? dzdt 
+ Reta x /2; Qr): 


EH 7.2.4 itu AFA (721) h, u = D (1 <i < n), Qa C Q. 则 对 
#*ú 0 < p< a, # 


I! f |Dw — (Du), |? drdt < Cpt? Mp, 
Qe 


其 中 局 是 仅 依 精 于 n 的 正常 数 ， 而 
1 1 
Mn = Rulton 十 Ral loon + azgna 
证 明 根据 定理 723 和 推论 721, 我 们 有 
ff |Dw — (Duy |? dzdt 

Q. 
r rx 1 

SCP +2+2 [== IN [Dw 一 (Dxo)n/a P dzdt 


+[f B miqa) 
1 
人 于 十 2 十 2ez 2 2 
<Cpo +2+ [=== f/f [Duwl dxdt + Baana) 
RR/2 
1 
二 2++20 2 
S&Cp (s= / f u dzdt 
Qa 
1 
+ Ha Iflg + Mazar) 


由 此 即 见 定理 的 绪论 成 立 . 
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定理 7.2.5 i u 3 (T21) W. 2 = (z°,to) € Q, Qa = Qn(z°) c Q. 
则 


1 1 
[D°u], a /2iQa a < Ç ( r= leloan + pa lloer + Ufls/>Qa 1 (7.2.12) 


其 中 C 是 仅 依 赖 于 了 的 正常 数 . R 
证 明 根据 定理 7.2.4, 对 (2t) € Qa, 0 < p < ç; 我 们 有 


/ J ID?u(y, s) — (D2u)o, a 3 DQa I| dyds 
Q, (z, lQ aza 
< JJ |D uly, 8) 一 (D?u)z a pl duds 
p(w,t) 
1 
n+2+32 2 
Cp tiria (ara luonna 
1 3 2 
T+ flrean + If ny 


1 1 
<Cpgr2+2e ( narsa u|bqa + ga far + aman) ， 


其 中 


(Duosi t) Qaya 


l f f 2 
za Duly, s)dyds. 
QE HNR al J Jess 3 Qan 


从 市 
1⁄2 
Dui otaga 
1 2 Í p2 2 1/2 
<C RA4+20 lule + Rie |flo,oa + [fç Qa 


1 1 
<C 人 + ga flog + [laos ) : 


利用 定理 7.1.1 的 注 7.1.2 便 得 到 式 (7.2.12). 


7.2.2 近 底 边 估 计 


由 于 在 底 边 上 , 关于 空间 变 基 的 导数 都 是 切 向 导数 ， 所 以 近 底 边 估计 基本 类 似 
于 内 售 计 . 
首先 建立 Caccioppoli PER. 
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定理 7.2.6 Hu 为 问题 (7.2.1),(7.2.2) HA, z? € RI, Q$, C Q, w = 
Diu (1 <i < n). 则 对 任意 的 0<p< R, A 


ep f “a+ ff [Dul?drdt 


<c| 5 Fj IN u2dadt + (R — p}? Iha , Pasa], (7.2.13) 


sup f wac+t ff |Dw|? dxdt 
<c| / Í ` u?dzdt + Í f (fF — fa)? dz at], (7.2.14) 


其 中 fa 一 DA 人 f(z, t)dædt, C RURAR n 的 正常 数 ， 


证 明 MERR (7.2.14). 证 明 与 定理 7.2.1 类 似 ， 不 同 的 是 ， 这 里 我 们 用 Pw 


乘 邮 所 满足 的 方程 
-Aw = D,f = p,(f — fa), 


然后 在 QR = Br x (0,8) (a € 1) 上 积分 ， 得 


f T, nu? dedi 
= f f n wAwdrdt + f muD(f ~ fa)dzat 
Qa’ QR” 


由 于 7 e OF (Bn), 因此 对 上 述 等 式 的 右 端 积分 关于 空间 变量 进行 分 部 积分 时 边界 
项 为 零 . 而 由 于 名， = 0, 故 


2, ðw =; f 2 2 t= 
Jha w drdt => Bo" (2)w D] 2 


= J n (x)w? (z, s)dz. 


注 7.2.4 。 在 做 近 底 边 估计 时 ， fa 表示 f 在 QL 上 的 均值 而 在 做 内 估计 
时 ， 有 R 表 示 了 在 QR 上 的 均值 ， 后面 在 做 近 侧 边 售 计 和 近 底 - 侧 边 佑 计时， 还 用 
fa 分别 表 示 了 在 Qk p QY 上 的 均值 . 为 简单 计 ， 我 们 采用 了 同一 个 记号 ， 但 这 
显然 并 不 会 引起 混 请 | 

联合 利用 不 等 式 (7.2.13) 和 (7.2.14) 可 得 
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推论 7.2.4 i u AEA (7.2.1), (7.2.2) 66 8, o = Diu (1 < š < n), Q% c Q. 


sup Í 2 dz + Ia, IDu dat 
IS Bryja 


Pá 


<= FA u dzdt + crasg Qa + C R r2+2el FAA x /2;Q5.: 


则 


其 中 C 是 仅 依 精 于 n 的 正常 数 . 
反复 利用 不 等 式 (7.2.13) 可 得 
推论 7.2.5 如 果 Q" c Q, 且 在 Ql f=0, 则 对 任意 的 非 负 整数 k, 有 


sup f |D*u| dr + f Í... Dtiu 2rdt 
号 172 


Pa 


<C f hew (7.2.15) 


其 中 C 是 仅 依赖 于 风 te k 65 6208 3. 
利用 式 (7.2.15), 类 似 于 推论 7.2.3 的 证 明 ， 可 得 到 
推论 7.2.6 o 90 cC Q, 且 在 Q9, = f = 0, 则 


1⁄2 


1 2 
sm hel < C [= ff et) ; 


Rsa 


其 中 C X AUA n 的 正常 数 . 

利用 推论 7.2.6, 类 似 于 定理 7.2.2 中 式 (7.2.10) 的 证 明 ， 可 得 到 

定理 7.2.7 设 避 为 问题 (7.2.1),(7.2.2) HE, QUC B & Q0, 上 f=0. 
则 对 任意 的 0< p< R, 有 


f j) u? dzdt < C ( (E) f Á. u? dzdt, (7.2.16) 
9 


其 中 C 是 仅 依 赖 于 n 的 正常 数 . 

进一步 ， 我 们 还 有 

定理 7.2.8 设立 为 问题 (7.2.1), (7.2.2) H, Qc LA QÑ, 上 了 = 0. 
则 对 任意 的 关于 空间 变量 的 导数 Du PEDA <p R 有 


J. |Dfu Paza < c (E) Sha |D u| dxdt, (7.2.17) 


其 中 C XA AA O n 的 正常 数 ， 
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证 明 o= D'u E- Av=0F Oh Eo _ =0 显然 ，Ao 也 满足 上 
述 方程 和 初 值 条 件 ， 故 式 (2 16) 对 Au 也 成 立 ， 即 


Ía |Av|?dzdt < C (Ey “Sh , Anlat, 0<pgR. 


注意 到 ?| 一 0 于 是 当 0< o < R/2 时 ， 有 


f f vdrdi <Cpt J Diu dzdt 
o% a 
一 Co l l» [Avl ddt 
<c% ( yf Ía, AvPazat 


利用 式 (7.2.14) MA {7.2.13), 得 


f IN I putdadt < pa Sf fa, DvParat 


因此 
+6 
ff vdzdt <e (Ë) ff v2dzdt 
Qs R a% 
4 
£) E ff v2dydt, 
Gy 


BH O < p< R/2 时 式 (7.2.17) 成 立 ， 而 当 R/2 < p< R BF, (7.2.17) 显然 成 立 ， 
这 时 只 须 取 C = 2"+4. 

类 似 于 内 估计 的 处 理 方法 ， 利 用 非 齐 项 为 地 时 解 的 近 底 边 估计 式 (7.2.17) HA 
代 引 理 { 引 理 6.2.1), 我 们 可 以 得 到 非 齐 热 方程 解 的 近 诡 过 估计 . 

定理 7.2.9 。 设 忆 为 问题 (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， u = Dw (1 < i < n), Q$, C Q. 
则 对 -任意 的 0 <P SERS To 有 


<= E = I! 人 |Dw P dedi + CfE a /30% 


其 中 C 是 仅 依赖 于 兄 的 正常 数 ， 
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证 明 Hw HTF, w= w +w 其 中 


wi 
— Am = 0, ， 
= A FAR 
llaqa 一 os 


Da _ Aws = Dif = Di(f = fa). “FQ, 


= Ü. 


wz 
GAN 


对 Du, 应 用 非 齐 项 为 零 时 的 结果 (7.2.17), 得 


Jha | Dun | drdt < c( ) fh, |Dun |?drdt. 


于 是 ， 对 任意 的 0< p < B < Ro, 有 


II |Du|°dzdt 
a 


< f f [Dwi drdi + 2 f [Dun 2d2dt 
o Qu 


u+4 
<C(2) J |Dul?drdt +C Ji [Drwal? dzd. 
R Qk Qk 


类 做 于 定理 7.2.3, 用 w Æ u: 所 满足 的 方程 ， 然 后 于 R 上 积分 ， 可 得 


f 人 | Due|?dzdt < f 人 (f — fn) dedt < CRO ,2,09- 


f Í, |Dw| dzdt <c ( y f 人 | Da |? dzdt 


+ C'Rrr2+2e 8 aja: Qo. 


最 后 ， 利 用 选 代 引 理 ( 引 理 6.2.1) 即 得 定理 的 结论 . 


定理 7.2.10 if u 3 EA (7.2.1), (7.2.2) 66588, ww = Du (1 < š < n), 


则 对 任意 的 0 < p < 2' 有 


f f IDu — (Du) 2 drdt < GCort2+2e Mp, 
Pa 


其 中 C 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 ， 而 


1 1 
Mp = pasa llog, + Fs lf leo + [f a qa: 


165 


9 C Q. 
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证 明 根据 定理 7.2.9 和 推论 7.2.4, 我 们 有 


f i) [Du |? dzdt 
Qs 


1 
+2+2 2 2 
所 CO (re I, [Pwl dzdt + 2 a204) 
Aji 


1 
n+2+2a 2 
<Co (== I, u“ dxdt 
R 


1 2 2 
+ gaa logg + [有 ao ) 


<C pt2+2e Mp. 


2 
1 
(Dw)? “aE (fh, Dulane 


1 
<j f T |Du| drdt < Co? Mp. 
p B 


从 而 


于 是 ， 我 们 得 到 
J f [Dw — (Du), |? dzdt 
qa 


<2 f f IDu|2dzdt + 2 f f (Du), 2 dzd: 
qo Q 
Opt? + Mp. 


定理 7.2.11 iku 328 (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ，70 < RZ, Q = Q%,(z5,0)C Q. 
Af 


1 1 
[D?u] a /2Q%,,, <C [== 人 uleog 十 pal leag + Usa ] ; (7.2.18) 


其 中 C Z24243 T n 65 E 38 3. 

证 明 3⁄4 AG SB BJ {定理 6.2.11), 利用 定理 7.2.10 和 内 估计 的 结果 
(定理 7.2.4). 

注 7.2.5 在 做 近 记 这 估计 时 ， 实 际 上 我 们 仅 用 到 了 零 底 这 值 条 件 . 


7.2.3 ” 近 便 边 估 计 


与 Poisson 方程 的 情形 类 似 ， 在 做 热 方程 的 近 侧 边 估计 时 ， 对 切 向 导数 直接 做 
估计 , 而 对 法 向 导数 的 估计 则 要 利用 关于 切 向 导数 的 结果 和 方程 由 于 方程 (7.2.1) 
中 含有 解 对 时 间 的 导 教 项 Diw, 因此 我 们 也 需要 对 它 来 做 估计 . 

首先 建立 如 下 的 Caccioppoli 不 等 式 . 
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EH 7.2.12 u AAA (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， x° c ƏRn, QL C Q, w = 
Diu (1 <í < n). AEE O< p < R, A 


sap f. wart ff |Du| drdi 
B£ 


cla ff. ua- 水 有 f? dat], (7.2.19) 
>, wda +. Jha |Dw|?drdt 
<c] |= J Í. u2dzdt + J oi (f — fn}?drdi|; (7.2.20) 


此 外 ， 如 果 再 假设 在 QE 上 f =0, 则 对 任意 的 0 < p < R 和 任意 的 入 ERn, 有 
sup Pln |Du — Aļ?dz + f IN IDruj2 dz dt 


<s 7 z ff. |Du ~ Al dzdt, (7.2.21) 


其 中 fa= Ta fa” J(z,Ddzdt, C ARRAT n 的 正常 数 . 
证 明 È (7.2.19) MR (7.2.20) 的 证 明基 本 相同 ， 这 里 我 们 只 证 明 式 (7.2.20). 
证 明 与 定理 72.1 类 似 ， 不 同 的 是 ， 这 里 我 们 用 meno R u 所 满足 的 方程 


ðw 


Sr - Au = Dif = Di(f — fa), 


然后 在 QR" = Bh x {to — R? 8) (s € In) 上 积分 .于 是 得 到 


f f ñ Pero dat 
Qa" 


= ffa nE wAwdrdt + Jfa Ew Df ~ Fa)dzdt. 


由 于 9 ECP 和 | _ = 0, 因此 对 上 述 等 式 的 右 端 积分 关于 空间 变量 进行 分 
部 积分 时 边界 项 为 零 
下 面 证 明 式 (7.2.21). 由 于 在 人 上 三 0, 故 4 在 Q@ 上 满足 方程 


Ou  .. 
3 div(Dxu — À) = 


Ë n fl € 为 定理 7.2.1 的 证 明 中 所 取 的 切断 函 数 , 用 PE Du 乘 上 述 方程 的 两 端 , 然 
后 在 Qk = Bj x (to — R?, 8) (a € In) 上 积分 , 经 分 部 积分 并 注意 到 D| _ = 0, 
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可 得 
ff nE Drut dzdt 
gi” 


= f Í „OUA: DE? Dru)dadi 

=- f 人 X nE? (Du — M): DDeudzdt 
_2 f Í .. n€? D u(Du — Ó) - Dndzdt 

=- 3 f Í w" (ED — AP)arat 
+Í 人 aE Du 一 Padi 
一 2 f 人 go 1? Dru(Du ~ A) - Dndrdt. 

利用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 进 而 得 
f f p m'e2| D, |? dedi + 3 Í, ; m £2|Du — X 


<1 f PE Du — M 
2 B$ 


dr 


4 一 9 


dr 
t=to— R2 


+ f f EE | Du — A?dzdt 
Qk” 


+t j f me |D drdt 
2 ot” 


+2 Jf £2 Dyl? |Du — Af dedt 
Qi” 
1 272 2 
<s JL." &€“|D,ul“dzdt 


+— [Du — XË dah. 
(R-P JJag 


由 此 即 见 式 (7.2.21) 成 立 . 
联合 利用 不 等 式 (7.2.19), (7.2.20) 和 (7.2.21) 可 得 
推论 7.2.7 ”设立 为 问题 (7.2.1), (7.2.2) 的 解 , w = Diu (l <i < n), 2 € OR", 
Q, C Q. N 
sup ww2dr + f T p De + |Du|2)dzdt 


Tryz J Ba 
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< fh u? dodt + CR+? fi qk t CRH fa agt? 


其 中 C XR 30 n 的 正常 数 . 
推论 7.2.8 eE z? EIR, Qk C Q, LE Qh f = 0, R|bF# 5 3E ñ @ 
Ë k ptt O < p< R, # 


>J upan ff (D+ u 2 drdt 


s Er 7 z ffy |D*u dedt, (7.2.22) 


其 中 C X kh T n 的 正常 数 . 

证 明 分 四 种 情形 来 证 明 . 

G) k= 0 的 情形 ， 结 论 可 由 Caccioppoli 不 等 式 (7.2.19) 直接 得 到 . 

(ñ) k= 1 的 情形 .对 于 1 和 7 <n, Di 也 满足 齐 方程 和 零 侧 边 值 条 件 ， 故 由 
一 和 时 的 结论 ， 有 


JI, IDD|2drdi ss <a m Jf. pay, dzdt 
< Í |Du|2dzdt. (7.2.23) 
H Caccioppoli 不 等 式 (7.2.21), 可 得 


sup Pa |Du|2dz + Iha (Diu dzdt 
2 2.24 
< = zf IN \Dul?dzdt. (7.2.24) 


利用 方程 D,,u = Diu 一 > D;;u, 再 结合 不 等 式 (7.2.23) 和 (7.2.24), 可 得 


c 
Dinul2dzdt & —— ff Du| dzdt. 
fh nnu] (R- p} at | | 


将 上 式 与 式 (7.2.23) 和 式 (7.2.24) 联合 ， 即 得 当 上 = 工时 的 式 (7.2.22). 
(ñi) k — 2 的 情形 . 对 于 TS 了 <m Du 也 满足 齐 方程 和 零 侧 边 值 条 件 , , 故 由 
k= 1 时 的 结论 ， 有 


Phy ppmpee+ ff ID2D;w|2drdt 


<= a Ha |DD;uļ dzdt 
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C 
< f Í ， |D2uj2dcat. 
而 Dew ARERI EMENHER, h k= 0 时 的 结论 和 方程 Dew = Ax, 得 
smp 上 ; |D,u|2dz + f m [DD |? dzdt 


< f |Diu| dxdt 
QA 


_ 
(R— p)? 
K< — f Í, Aw |2dzdt 


<a — 人 , , DPufdadt. 
n—l 


联合 上 述 两 式 ， 并 利用 方程 Dant = Da- Y Diju 和 Dannu = D,D,u— Diinu, 


j=1 j=1 
即 得 当 k = 2 时 的 式 (7.2.22). 
(iv) k > 2 的 情形 可 类 椎 . 
利用 推论 7.2.8, 可 得 
推论 7.2.9 d£ z'en, QT CQ, 且 在 Q+ 上 了 三 0, 则 对 任意 的 非 负 束 
Akti A 


sup f (DH ude + f f (D+ u dadi 
I, JB} Q 


<C f f , p'ultamd 


EF CRBT nf khh. 

利用 推论 7.2.9 和 嵌入 定理 ， 类 似 于 推论 7.2.3 的 证 明 ， 可 得 到 

推论 7.2.10 。 如 果 20 € ƏRn, Q¿ C Q, LA Q + f = 0, 则 对 任意 的 非 负 
整数 i, 有 

1⁄2 
a ID'u] < C [=a I , Dufan) ; 

其 中 C 是 仅 依 赖 于 nt 的 正常 数 ， 

利用 推论 7.2.10, 类 似 于 定理 7.2.2 的 证 明 ， 可 得 到 

定理 7.2.13 Ë w AFIR (7.2.1), (7-2.2) 前 解 ，20 e 6R?, QK C Q, E & Q 
+ f = 0. HAEREA EA i #edr-ú O < p< R, 有 


: +2 : 
f IDšu|2dedt < C (EY f |D'u| dzdt, (7.2.25) 
a} R qk 


其 中 C X45E3OE n 的 正常 数 ， 
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进一步 ， 我 们 有 
定理 7.2.14 itu AEA (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ，z0 < aR, QF C Q, E. ë Qk 
+ f =. 则 对 任意 的 关于 空间 变量 的 切 向 导数 DBu 和 任意 的 0D<p 所 如 有 


n+4 
f 人 IDBuPazat < c (£ y / 人 |D8u|2dadat, (7.2.26) 


其 中 C 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 . 
证 明 设 v= Du, E- Avo F Qh B |, _ = 0. R (7.2.25) 3t v 
也 成 立 ， 即 


/h, DvPdrdt < C ( ) L. IDvPdvdt, 0 < p < R. 


EEA v| _ = 0 于 是 当 0< p < R/2B, 有 


f Í, v2dzdt < Cp? / sm |Dnv| dzdt 
<C / 人 |Dv*dzdt < Cp? ( ) f M Po drdt 


而 由 Caccioppoli 不 等 式 (7.2.19), 可 得 


f f |Du|2dzdt < £ J f u2 dz dt 
Qty PR J Jok 
JJ, vdrdt < C (£ ) ff. vidrdt, O < p < R/2, 


即 当 0 < o < R/2 时 式 (72.25) 成 立 ， 而 当 R/2 < o < R RI, A (7.2.25) 显然 成 
立 ， 这 时 只 须 取 C =H. 

利用 非 齐 项 为 零 时 解 的 近 侧 边 估计 式 (7.2.26) PRIE ( 引 理 6.2.1), 我 们 可 
以 得 到 非 齐 热 方程 解 的 近 侧 边 佑 计 . 

定理 7.2.15 É u 为 问题 (7.2.1),(7.2.2) 的 解 ， 如 = Du (1 < í < m), z € 
IRZ, Q, C Q. + 


所 以 


n—l 
Folz, t) = ID,u|? + > |Djw? + {Drw — (Dna)p 扩 . 


了 一 1 
R]*F4££ú5 O < o < R < Ro, 有 


prtaraa Í. P(z, t)d=dt 
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C | ; 
< mr f 人 Fa(z,t)dzdt + Clflo, jo,Qt 


其 中 C AAE T n 的 正常 数 . 
证 明 分 四 步 来 证 明 . 
第 一 步 ” 估 计 D,u. 
Ki u Win FE, u= u +u, 其 中 


en — Aui = fn, FQ}, 


u =u, 
laa; 


Aw ~ f f, FO 


tt = 
69k 


显然 Diu 满足 齐 次 热 方程 和 等 侧 边 值 条 件 .。 故 式 (7.2.26) 对 Deu 也 成 立 ， 即 
Jh |Diuı | drdi < cf yf 人 [Dew | dz dt. 


于 是 ， 对 任意 的 0<pg R< Ro, # 
Ih |D:u|* dzdt 

<2 f L |ID+a | drdt + 2 f Í, ]D,us]? dedt 

<C W £) “| Í, (Diu drdi + 2 f Í. ID,us Ë dxdt 

<c( y! Í. |D,uPdzat + C f Í. Dyas | dedit. 
用 Dius Æ uz 所 满足 的 方程 ， 然 后 于 @ 上 积分 ， 得 

J, |D;uəa|?dzdt 一 Jha Aus Duodrdt 
-f f , (f — fa) Drundizdt. 


对 上 式 左 端 关于 空间 变量 分 部 积分 ， 右 端 利用 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 
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< f Í , IDanldadt + 3 f Í 一 Ja 


= 0, 故 


因为 u> aat 
9 2 2 
未 [P| drdt = [Dus| 

qk ot B 


dr 2 0. 
t=ta+R2 


因此 
J Í _ IDwaPdzdt < Ih 0- fn}? dedt 


<Cpmtnae f aja Qt 
从 而 ， 对 任意 的 0< p< R< Ro 有 
f |Diu} drdt 
<c (2 ha |Diuf’dzdi + OR ng 


第 二 步 估计 D;w (j = 1,2,- T 一 1). 
将 做 如 下 分 解 刀 = un +w, 其 中 


就 一 Aw 二 0， FQ} 

w1 BQk = 如， 
3 - Aw = Df = Di(f — fa), +Q, 
wl os 


当 7=1,2,… ,nh 一 1 时， 由 式 (7.2.26), 得 
J Í ， |D;un| dedt < C (E Í ， |D;un |2dzat. 
于 是 ， 对 任意 的 0 < p< R < fo, 有 
If | D;u|2 dedi 
qz 
<2 f Í IDyanfeand +2 f Í _ IDrosdadt 
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) 
几 ID; “masata 2 ff IDn P dedt 


y 
2 f/f ID o| dz dt + C f. [Dra dzdt. 
(z) Qk qk 


类 似 于 定理 7.2.3, 用 ua Æ u 所 满足 的 方程 ， 然 后 于 Qa 上 积分 ， 可 得 


J pasae < ft- ayasa, 


<OR"™t2+20 [/]° 


a af2Qi' (7.2.27) 


从 而 ， 对 j 了 = 1,2,… n 1 MEK 0 < o < R < Fo, * 


l |D;w| drdt 
<c ( ) f Í. |Djw| drdi + C Rn+2+3a [pe A a /2;Qt' 
R 
WEH iiit Daw. 


由 上 向 异性 Poincaré 不 等 式 {定理 1.3.3), 我 们 有 


f [Dnw ~ (Din) |? dadt 
Q, 


«C G 人 Ipprpazae +o" ff pr Du Pasa] . 
P 


利用 方程 D.D, = ADaw, 便 得 
f Í (Daun — (Dian), 2 dzdt 


£C ( JI [DD | dedi + pt Jf Ap Pasa) 
Q, Qe 

<C G f f [Dw |2dadt + pt f f ip'un iana) . 
9, Q, 


而 由 式 (72.22), 又 有 
3, J2 cC 2, 12 
JJ, an| ddt < 5 ff, e wn |?dzdt, 
故 对 0<p < Ro/2, 有 


f [Dnw — (Dnw) dedi 
Q, 
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<C G Jf ID%oiPaza + è ff |D w |? dz: dt 
Q, Q, 
<C? if |D w | dzdt. 
Qir 


在 上 式 中 ， 对 wr 应 用 式 (7.2.25) 可 知 , X 0< p< 2ps R< Fo, A 
Jf. [Drun — (D,un) pl dedt 


<Cp? i IN |D w| dz dt 
y” 
<cə í f Ja! D?’un | dzdt. 


于 是 , 对 0<p<2p < R/2 < Io/2, 有 
f/f [Dnw 一 (Dau) |? dadt 
Q; 


<2 f f , |Dnw 一 (Dniwi) pl :drdt 
oF 


<Co ( y f. D? | drdt 
QL 


R/1 


+Ç 1 J! [Dual dadt. 
Qha 


利 几 方程 Piwl = Aun, 可 得 


f fi [Dw | drdt 
at 


R2 


=f fa, PoneF dz:dt + y J| Ía, PD dad 


j=1 


< f f [Dawn 2 dzdt + 2 gI! |DDjw dzdt. 
Qha > Qa 


对 wl 应 用 Caccioppoli 不 等 式 (7.2.21), 其 中 取 
= (0, +40, (Danwa) 


Hha |D: |? drat 
Qk 


五 /3 


可 得 
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(7.2.28) 


(7.2.29) 
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n—1 
< z f Í, b [Djw|? + {Daun — (Ov) dzrdt 


j=1 


n-i 
<H a Jf. È [Dywl + [Dnw ~ Dauba? dxdt 
j=1 
2 n—1 
+= [Í | pan + Duwa | aa 
q; V 


n—l 
“E F) Í. b ID;u|° + |Daw — (so) dzdt 
+= F 人 , [Dwz dzdt. (7.2.30) 


而 对 Din (7 = 1,2,… ,n — 1) 应 用 Caccioppoli 不 等 式 (7.2.20), 又 可 得 到 


=—1 
x` f 人 ' IDD drdt 
j=1 

n—i 


<= s [Dun dxdt 
7 
<A S [J prep + Dronas 
j=1 QR 
2 多 一 1 
<= > f Í. (Dyw dradt + -my = f Ja lIDwal dzdt. (7.2.31) 
j=1 R 


联合 式 (7.2.29), 式 (7.2.30) 和 式 (7.2.31), 我 们 有 


ff. D’w | da: dt 
Q, 


R/2 


nl 
<H Í Í i (Eiu + |Dntw 一 oye] dzdt 
j=1 
C 2 
+ m Jha [Dwol| dxdt. 


将 上 式 与 式 (7.2.27), 式 (7.2.28) 联合 ， 就 知 对 0 < p< 2p < R/2 < Ro/2, 有 
f f |D. — (Dnw)a| dedt 
qz 
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prt 过 2 2 
<C (£) Jy b IDyw|2 + |Daw — (Dnw)al? | dzdt 


j=1 
+ C nat2+2e [f Qa: 


上 式 显 然 对 R/4 < p < R < Ro 亦 成 立 { 只 须 取 C = 4n+4y, 
第 四 步 综合 估计 Dew 和 Du. 
特 上 述 三 步 所 得 的 估计 相 加 便 知 ， 对 任意 的 0< o < R< Ro A 


JI Ft{r, t)drdt 
g 


py n+2+2aj p2 
<c ( 5) J Í . Fa(z.t)drzdt + CR FE amot 


BJA, MAHARI GIW 62.1) 即 得 到 定理 的 结论 . 
定理 7.2.16 i u 为 问题 (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， z0 < OR, QA C Q, w = 
Diu (1 <í < n). W| 0 < p < a, # 


/ f [Dw — (Day) P drdt < Cp" tt Mp, (7.2.32) 
Qz 


其 中 C 是 仅 依赖 于 n 的 正常 数 ， 而 


1 > 1 2 2 
Ma = parilta + pa laqa + [fe yo: 


nel 
f f (ou + Diw? + Daw — (Dawo e) dzrdt 
9; 


j=1 


nl 
soa (Tarra ff, (Pa + X pret 
R j= 
+ |D, — (D,u)a|2 )dzdt + AÈ aqa) 
<o (sr f Í _ (ID + IDuwl? )drat 
f 
+ [/ ayaat) 
gOp" ta (sii f T, „V dedt 
RA 


l p2 2 
+ paz lagg + Fazat) 
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<C pt2t20 Mp. (7.2.33) 
上 式 特 别 就 包含， 对 i =1,2, ,n — 1, 有 


I. |\Djw| dedt & C+ Mp. 
qš 


从 而 


2 
(Dyw)s -or (ff, Diels) 


1 f f 2 2a 
<— ID;u|?2drdt < Cp Ma. 
FTIREPSG 


于 是 ， X j= 1,2, f 一 1, 有 
ff [Dyw — (Djw)p| dxdt 
qz 
<2 ff |D;w| P dedt + 2 ff |(Djw)pl dzdt 
Q7 qz 
<C SESSAGH Mp. 
式 (7.2.33) 还 包含 


f f ñ |D, — (Dn) pl ddt < Cpt Mp, 
q2 


因此 
f T, „ [Dw — (Du) dad < Cpt Mn. 


这 样 一 来 ， 我 们 就 对 也 = D;u (i = 1,2,… ,n — 1) 证 明了 式 (7.2.32). 类 似 地 ， 利 用 
式 (7.2.33), 我 们 还 有 


If [Diu 一 (Diu)p| drat 

qz 

<2 f j) |D,u|?dzdt + 2 f f |(D:u) 2 dz dt 
q; qz 


£C ptt 2a Mp. 


n-i 

于 是 ， 再 利用 方程 Danu = Diu — 3 Dau- f, 就 知 式 (7.2.32) 对 w= Dnu 也 成 
i=l 

37. 
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定理 7.2.17 Ë u A (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， z0 e ƏRn, Qh C Q. 则 


1 门 2 
ID laata 


1 1 
<C ( Tera loog + palfloq; + Aaa mat) ; (7.2.34) 


其 中 C A RAT n 的 正常 数 . 

证 明 ”类似 于 定理 7.2.11 的 证 明 , 这 里 利用 定理 72.16 和 内 估计 的 结果 (定理 
7.2.4). 

注 7.2.6 ERMi, KELANA E TEMER H. 


7.2.4 近 底 - 便 边 估计 


由 于 在 底 边 上 , 关于 空间 变量 的 导数 都 是 切 向 导数 ,所 以 平行 于 近 侧 边 估计 ， 
路 可 建立 近 底 - 侧 边 估计 , 我 们 列 出 这 种 估计 的 结论 ,其 证 明 完 全 类 似 于 近 侧 边 估 
计 的 相应 结论 的 证 明 . 

定理 7.2.48 i u 为 问题 (7.2.1),(7.2.2) 的 解 ，z0 c ARG, w = Diu(l1 < í < n). 
Maca R, # 


sup f was + ff |Du|?dzdt 
1 JB Q 


e 


ohry Ja wdrdt + (R — pY Ha jdadi|， 


sup f u? dz + f | Du? dzdt 
1 B+ Qtt 
1 2 _ N f 
<sc| > Jha” dodt+ ff O fa) dzdt|; 
此 外 ， 如 果 再 假设 在 Qw 上 了 三 0, 则 对 任意 的 0<p< 中 和 任意 的 和 ER", 有 
sup f [Du 一 Mas + [f ID,u|2dadt 
I SBA aot 
<= ff |Du — M dadt, 
(R-— p) Qa 


其 中 fa = aa JL. f(x dzdt, C KARAT n 的 正常 数 ， 
R 
推论 7.2.11 i u 为 问题 (72.1), (7.2.2) 66 88, z 9 € ORE, w = Du (1 < í < n). 


sup f 
B 


0 
Ikja 


A 


则 


102 dz 十 ff (Dru? + [Dw ardt 
Qaya 


+ 
R/3 
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C 2 +2| p |2 2+2 2 
< f Í „p ded + CRAE ooy + ORTE o agr: 


其 中 局 XA KAT n 的 正常 数 ， 
推论 7.2.12 ”如 果 rz0 e 3R2, E Ë QG 上 了 三 0 则 对 任意 的 非 负 整整 和 
任意 的 0<p< 玉 有 


sup Í Duas + ff |D" t u drdi 
1 JB} Qe" 


C f k. 12 
<— D"uļdzdt, 
(R — p)? J q |D u 


其 中 C 是 私 依 赖 于 n 的 正常 数 ， 
推论 7,23.13 ”如 果 z0 € ƏR2, LE QIt L f=0. 则 对 任意 的 非 负 整 数 k 和 
i 有 


sup p f. (DEt ujde + f Í... [Detit u| drdt 


<C J Im |D'u| dzdt, 


EFPCARRAT n e k 05 is 4 k. 
推论 7.2.14 e z cR}, LE QR + f = 0, MEEA S k i 有 


1⁄2 
pi < š, l2 、 
ae | ul < C [z JE. [D'u] zaa) ; 


RF C 〇 是 仅 依 赖 于 mm 的 正常 数 ， 
定理 7.2.19 iku 为 问题 (72.1), (7.2.2) 的 解 ，z0 < 6R+, 且 在 QE 上 三 0. 
则 对 任意 的 非 负 素数 和 任 毫 的 0< p < R, 有 


f IN |Dšu Pasa < C (£ ) f Í. |D ul dedt, 


其 中 C X kil n 的 正常 数 . 
定理 7.2.20 u HARE (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ，Z0 c 8 了 1， E QY 上 上 三 0. 
则 对 任意 的 关于 窄 冯 变量 的 切 向 导数 D u 和 任意 的 0 < p < R, 有 


hh |DBuPazai < c (£ y J. pauldzdt, 


其 中 吕 是 仅 依 赖 手 对 的 正常 数 ， 
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定理 7.2.21 i u APR (7.2.1), (722) 4%, w = Du (1 < í < m), 
r’ € IR. 今 


n-i 
Folz, t) = |D? + $ Diw? + Dnw — (Dao) Ë. 
j=1 


则 对 任意 的 0<pgRSfo, 有 
JJ 
-— F (z,t)dzdt 
pn +2+2a qt p( ) 
_ C _ 2 
<p hh Fríz, t)dzdt + CU], aqu 
R 


#HPCARRAT n 的 正常 数 ， 
定理 7.2.22 i u HMA (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， w = Div(1 < i < n), 
z eR? R|#Ff4£ 645 O < o < z 有 


Jfa [Dw 一 (Day 2 dz dt < Optat Mp, 


Je C X (ki n 66 E tak. 而 
1 1 
Mn 一 Trta uloge + yia flog + Fazo 
定理 7.2.23 W u 为 问题 (7.2.1), (7.2.2) 的 解 ， 如 E ƏR1. 则 


[D u] aa,00+ 


R/2 


1 1 
<C (二 om 十 Ralf lq + Waaa ) ， (7.2.35) 


3 C 是 仅 依 赖 于 n 的 正常 数 ， 

7.2.5 一 般 线 性 抛物 型 方程 解 的 Schauder 估计 
对 于 一 般 线 性 抛物 型 方程 的 第 一 初 达 值 问 题 
ðu 


r (z,1)D;;u + bi(1, t} Diu + c(t tju = f(z,t), (z,t) € Qr, (7.2.36) 


ulo = píz, t), (7.2.37) 
其 中 Qr = Q x (0, T), QG c R* 是 一 有 界 区 域 ，7 > 0, 220286 BL y By tS, A 
用 关于 热 方程 解 的 内 估计 和 近 边 估计 {包括 近 府 边 信 计 ， 近 侧 边 估计 和 近 底 - 侧 这 
ih, 可 以 得 到 解 的 全 局 Sehauder 估计 .基体 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
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EH 7.2.24 iE INE CA, aij, bic € CYU y), aç = aji, KE F£ (72.36) 
AR- HREH, Ep k S 3 0 < < A, 使 得 


AEI < owl, tiéy < AEP, VEER”, (z, 1) € Qr. 


x fe gaala (Q>), pE C2+al+a/2 (O07). 3 u € C2+es1+e/24(,.) Æ # — #⁄:2 N 
(72.36), (7.2.37) 的 解 ， 则 


jul ro tra /2;Qa 


SCl laar + llata, 1+a/2;Qa + |ulo,@r), (7.2.38) 


其 中 ORRAT aa, bie 的 Calta Gr) ER, n, a, à, A, diam), T 和 ƏQ 
的 C2a “ 范 数 ”. 
注 7.2.7 在 定理 7.2.24 中 ,为 使 式 (7.2.38) 成 立 ,不 必要 求 ucala r), 
Ria uvedete Or n Cr) 
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本 章 我 们 建立 -- 阶 线性 精 贺 型 和 抛物 型 方程 古典 解 的 存在 性 理论 ， 


881 极 值 原理 和 比较 原理 


古典 解 的 存在 性 基于 Schauder 估计 ， 但 还 依赖 于 解 本 身 的 Fee bi. Ki 
我 们 介绍 艇 古典 解 的 L 模 佑 计 的 极 信 原 理 和 由 此 建立 的 比较 原理 . 


3.1.1 椭圆 型 方程 的 情形 
考虑 线性 椭圆 型 方程 
Lu = —a¿(z)D;;w + bi(z)D;u + c(z)u = f(z), z 8 Q, (8.1.1) 
其 中 90 c Re 是 一 有 界 区 域 ， ai = ap 且 存 在 常数 X > 0, 使 得 
ajg(z)£ 8; > AEP, WE € Bn, ze Q, 


定理 8.1.1 (RA) 设 e(z) 2 0, b.(z) 和 cfz) 在 人 0 内 有 界 ，u E C2(Q)rn 
C), 且 在 QQ 内 满足 Lu= f < 0(2 0), a 


supu(z) < supu+(z) (infw(z) > infu_ (z), 
[+] BR n aon 


其 中 u, = max{u, 0}, u- = min{t,0}, 
证 明 我 们 首先 证 明 当 了 <0 时 结论 成 立 , 用 反 证 法 .假设 结论 不 成 立 ， 即 存 
E m cn, 使 得 


u(z9) = max u(x) > 0. 
5 


则 
(D;yu(z9))axn < 0, Diulz") = 0. 


又 由 于 (a; (z29))axa > 0, e(z?) > 0, 故 
Lui(z9) = —;; (z9)D,;u(z") +b (z9) Diala?) + elz ulr’) > 0, 


这 与 7(z0) < 0 矛盾 ， 所 以 当 <0 时 结论 成 立 . 
对 < 0 的 一 般 情形 ， 我们 通过 构造 辅助 函数 的 方法 来 证 明 结 论 成 立 . 如 果 有 
辅助 函数 he C2(Q) n Ct), 在 8 内 满足 


h>x0 Lh< 0, 
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则 对 任意 的 es> 0, 在 Q ARA 
L(u + eh) = LuteLh <0. 
于 是 根据 已 经 证 明 的 结论 ， 便 有 


supíu(z) + eh(z)} < supíu(z) + eh(2)}+. 
n ən 


从 而 
supu(z) < sup(u(z) + eh(z)) 
e Q 
< supí(u(z) + zh(z))+ 
an 


< supu+(z) + esuph{z). 
aa ôn 


令 e — 0, MARERA. RANER RRE, Mi h(z) = 
er, 其 中 a > 0 BRERA EAA 


Lh(z) =e (—a?an (x) + abile) + e(z)) 
<e%(—a2) + ab, (z) + ce(z)), 


T bila) 和 cfz) 在 Q KER, HREM o 充分 大 ， 就 有 Lh <0 于 Q. 

对 了 >0 的 情形 ， 考 虑 -wu 即 可 得 狮 要 证 明 的 结论 . 

注 8.1.1 由 定理 竟 证 明 我 们 可 以 看 出 :机 (x}(i = 1,… n) 在 人 0 内 有 天 的 
条件 可 改 为 存在 某 个 宇 使 D(z) 在 人 2 内 有 界 . 

注 8.1.2 定理 8.11 也 可 采取 如 下 的 证 法 : A u = u-Suptu+, 先 证 明 当 cc>0 
时 ，?3 所 出 对 cz0 的 一 般 畏 形 ， 令 了 = ho, 而 着 处 也 满足 的 方程 ， 其 中 声 是 待 
m b 3. 

利用 极 值 原理 ， 我 们 可 以 建立 如 下 的 比较 原理 . 

定理 8.1.2 (比较 原理 ) itelr) 20, bilr) 和 clz) EARR, vw € C2(Q)n 


CŒ), A Le < Low +Q <ul t 


v(x) < wlr), Vz eQ, 
证 明 在 定理 8.1.1 中 取 w= wv 一 w 即 得 要 证 明 的 结论 . 


适当 地 选取 比较 说理 中 的 o 和 w, 可 得 到 方程 (8.1.1) 的 Dirichlet 问题 之 解 的 
先 验 的 界 . 我 们 有 下 面 的 定理 . 
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EH 8.1.3 i8 c(z) 2 U. 4(z) 和 clz) AAKA, ueach, R 
在 上 2 内 满足 Lu = f, WJ 


supiu| < suplul + C sup] f!. 
n an 2 


其 中 正常 数 C 仅 依赖 于 和, diam # bilr) & Q AR, 
证 明 不 妨 设 了 在 侣 内 有 界 ， 否 则 结论 显然 成 立 ， 今 
d = diam). 08 = sup |b: Í. 


取 定 --- 点 r = (19,19. ,20) 8 0, 使 得 


z? < TI; Yz = (£1 ta , Za) € A. 
则 
Ü<u- 2 <d, 一 (22 ma) € O. 
今 


— {2d _ .a(zi—z1) 
ge 一 (ee ~ e0) sup |f), 
w(z) = sup [u| + g(z1). 
HE a > 0 为 待定 系数 ， W e € C2(0) nn ce, 且 对 任意 的 ze 0, 满足 
WL) > g(zi) 2 0, 
Tt) = ~ ai(z)g” (zi) + bi(z)g (zi) + a(z)un(z) 

> —ay(m)g'(zi) + bi(z)g'(z1) 

=% -1) (901 (2) — ab (xr)) sup |F] 

Za(aà — 8) sup | 月. 
E a= (8+ 1)/A + 1, WH 

Lwiz) 2 sup l|. Yren. 
2 


同伴 又 有 
L[—u(z)] < — sup fl Vz eo. 
于 是 
L{—wiz)} < Lu(z) < Lan(z), Vz € Q, 
又 显然 


—u[z) < ufr) swir), Vz € 890, 
餐巾 比较 原理 知 要 证 的 结论 当 C = e(6+1)/X+1)d4 时 成立 ， 
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8.1.2 ”抛物 型 方程 的 情形 
A BREMA f 


ôu _ 


Lu= 


aj(z, t) Dou + b(z, D) Diu 
+e(z,)u = f(z, t), (z, € Qr, (8.1.2) 
其 中 Q+ = ñ x (0. T), ü c Rn 是 一 有 界 区 域 ，as; = aj, 县 满足 
Q(T i:t 20, Y£ € RA, (z,t) € Qr. 


定理 8.1.4 ( 极 值 原理 ) 设 c(z,i) 2 0, R £ Qr 内 有 界 , u € C2(Q+)nC(Q;), 
HE ñ Q+ 内 满足 Lu = f < 0(> 0), 则 


supu(r,t) < sup u+(z,t) (infu(r,t) 2 inf u(x,t}. 
Qr pQr 


QT Dpr 


证 明 ”我 们 首先 证 明 当 了 < 0 时 结论 成 立 . 用 反 证 法 . 假设 结论 不 成 立 ， 即 存 
在 (2°, to) € 9GrvBpgr 使 得 


u(z9, to} = maxu{z, t) > 0. 
dr 


则 
o 
aaa) 20, (D;;u(z29,to))nxəa < 0, 
Diu(z9, to) = 0, u{z?, to) 2 0. 
又 由 于 (aj; (z9,to))a<a > 0, cz’, to) > 0, $k 


Əu(z9, to) 
h 


Lulz’, to) = — qj (z? to) Dyuls?, to) 


+ bila’, to Diulas’, to) + e(z9,ta)u(z9, to) > 0, 
这 与 f(t to) < 矛盾， 所 以 当 于 < 0 时 结论 成 立 ， 


对 f < 0 的 一 般 情形 ， 我 们 通过 构造 辅助 函数 的 方法 来 证 明 结 论 成 立 ， 令 
hiz) = et, KP a = supe(z, t) +1. JJ h € C2(Qr) n C(Q+r), # Q+ A h > 0, H 


Lh = È + ch = (~at eje” < 0. 


TE, WHEE c > O, 在 Q; 内 都 有 


L(u + £h) = Lut+eLh < 0. 
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根据 已 经 证 明 的 结论 ， 有 


sup{u(z, t) + sh(z,t)) < sup fu(z,t) + eh(z,t)1+, 
QT PAT 


从 而 
supu([(z,t) <sup[u(rz,t) + eh(z,t)) 
QT Qr 
< sup {u(x t) + gh(z,t)1+ 
DT 
< sup u(x,t} +£ sup h(g, t). 
Dr pT 
令 e — 0, 即 得 所 要 证 明 的 结论 ， 
对 了 >0 的 情形 ， 只 须 考 不 ~ 
注 8.1.3 这 里 对 方程 (8.1.2) AA- ARAR, A b. 也 不 要 求 它 有 界 . 
当 条 件 c(z,t) 2 0 WB RF, 上面 的 极 值 原 理 不 再 成 立 ， 但 仍 能 得 到 相当 有 用 
的 如 下 结果 . 
定理 8.1.5 itelt) & Qr AEA, uc CO2(Q+) RC(Q+) 在 QT 内 满足 
Lu = f < 0, B zp u(z,t) < 0, 则 


supu(r,#) < 0. 
Qr 
证 明 co = inf ele,t). + 


%(>, t) = e™®tufz, t), 


M] o E 
= 一 a; (z, t)Dizv + b;(z, t) D;u + (elx, t) — eov 
=e“ p(z,2) < 0, (x,t) € Qr, 


注意 到 elz, t) — eo > 0 F Q>, 由 定理 8.1.4, 得 


supu(z,t) < sup u(x,t} = sup e“% L (z, t) = D. 
Qr 8, Q= Š, Q+ 


因此 
supu(r,t) < 0. 
Qr 


利用 定理 8.1.5, 我 们 可 以 建立 如 下 的 比较 原理 . 
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定理 8.1.6 (比较 原理 ) Wit c(t) Ë& Qz WA R, vwe CrN), 
且 Lo < Lu + Qr, "|. < "|. Q: aj 
viz, t) < w(z, t), Y{z.t) € Qr. 
证 明 在 定理 8.1.5 PR u= 一 也 部 得 要 证 明 的 结论 ， 
适当 地 选取 比较 原理 中 的 vA ww, 可 得 到 方程 (8.1.2) 的 第 一 初 边 值 问 题 之 解 
的 先 验 的 解 ， 我 们 有 下 面 的 两 个 定理 . 
定理 8.1.7 4 (z) 20, LA QT ARA, ue (Qr) ner) Lé Qr 
内 满足 Lu = f, A 
suplu] < sup jul + T' sup | f |. 
Qr pT QT 


证 明 不 妨 设 f 在 Q+ 内 有 界 ， 否 则 结论 显然 成 立 ， 令 


u(z,t) = Ep [uj + tsup | 用. 
pT T 


W w e C2(Qr) n C(Q+), 且 对 任意 的 (2,6) € Qr, # 


Lu(z, t) = sup |f| + e(z, t)wiz, t) > supl fi. 
Qr Qr 


同样 对 任意 的 (z, t) € Qr, 又 有 
L{-w{r, i} < -sup MI. 
TE 
L(—u(z,t)) < Lu(z,) < Lwiz, t), YL 1) € Qr, 


又 显然 
—u(z,t) < u(r, t) < w(t), viz, t) € pT, 
由 比 较 原 理 可 得 到 定理 的 结论 ， 
定理 8.1.8 it c(z,1) & Qr AAR, œ= min{0, inf e(z, H}, u € CQT) N 
C(Qr} E & Qr 内 满足 Lu=f, Bl 


suple < e%T | snp juj + T sup|fl |, 
QT pOT Qr 


证 明 + 


u(z, t) = e“%tu(z,t). 
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则 w WE 


£ — a;;(z,t)Di;u + bil, t) Div + (c(z,t) ~ eo) 


= eot fiet), (z, t) € Qr. 
注意 到 ciz, t) 一 co 2 0 + Qr, HEM 8.1.7, 得 


sup 亿 | < sup [v| +T suple f], 
QT Dpr QT 


即 


supje u] < sup jetu] +T sup jeco fl. 
Q= pT Qr 
再 注意 到 co < 0, 由 此 即 得 


suplul < e %T | sup |u] + Tsuplf) }- 
Q apr Qr 
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本 节 首 先 研 究 Poisson 方程 CM) 解 和 C20(Q) n C(Q) 解 的 存在 性 ， 然 后 
研究 一 般 线性 椭圆 型 方程 C? (ü) 解 的 存在 性 . 


8.2.1 Poisson 方程 古典 解 的 存在 性 一 性 
考虑 Poison 方程 的 Dirichlet 问题 


—Au=f, TER, (8.2.1) 


p (8.2.2) 


ut =Ø, 
Hn 


Jer Q c R° 是 一 有 和 界 区 域 ， 

我 们 首先 建立 问题 (8.2.1), (8.2.2) 的 C2.= (0) 解 的 存在 惟一 性 定理 . 

定理 8.2.1 设 Q eC, 0 < z < 1, fe Cn), ye cde. 则 问题 
(8.2.1), (8.2.2) 存在 惟一 的 解 u e Ce). 

证 明 不 纺 设 o = 0. 否则 ， 今 w= 4 一 yg 而 考 虚 w 满 足 的 方程 .利用 标准 的 
磨 光 技 术 ， 可 以 选取 逼近 函数 fe e C°° (Q), 满足 


|felo;n < 2|flan, 


B f 在 介 中 一 致 收敛 干 f. 考虑 问题 (8.2.1), (8.2.2) KE 
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-âu = f,(z), zx € Q, 
"| = 0. 
an 


由 12 理论 可 知 (定理 2.2.5), 上 述 问题 存在 惟一 解 Ww E C9). H Schauder 全 局 
估计 (定理 6.3.1), 有 
luel2,a;0 < C{|fela;g + us)o;n), 


而 由 最 大 模 售 计 (定理 8.1.3), 又 有 
juclon < Clfelon < Clfelan < Clflain, 


因此 


[uciaaa < Clflo,n. 


土 述 各 式 中 的 常数 C 都 不 依赖 于 c 由 Arzela-Ascoli 定理 ， 存 在 {u} 的 子 列 ， 不 
妨 设 为 其 本 身 ， AI £ u € O20 (Q), 使 得 当 E — 0 EF, 在 Q +, 有 


1 1 1 
u — u Dus Du D'u, > D'u. 


ERDEP = — 0, 便 知 u 满足 方程 (8.2.1) AURIE u| ”= 0. 解 的 存在 性 
于 是 得 到 了 证 明 . 解 的 惟一 性 可 由 极 值 原理 推 得 . 

在 定理 8.2.1 中 我 们 要 求 区 域名 具有 Ce 的 光滑 边界 , 这 一 限制 使 得 定理 的 结 
论 即 使 对 于 正方 体 上 的 Poisson 方程 都 不 适用 ， 下面 我 们 放宽 对 区 域 Q 的 限制 , 但 
同时 解 的 空间 也 相应 地 扩大 为 C2e (Q) n C(Q). 

定义 821 ADD Q RA atik, AK ait z? < 00, SA ñ R > 0 
# y € RAQ 使 得 Brip nn = (291. 若 R TARS za 无 关 ， 则 称 Q 具有 一 致 并 
sub fh. 

定理 8.2.2 ”假设 各 有 具有 外 球 性 质 ， 且 存在 边界 为 Cee 的 于 区 域 序列 Rah 
使 得 Q, C Oky, R. Rr 一 至 地 运 近 B02. Ocal, f EC, o € c). 
则 问题 (8.2.1), (8.2.2) 存在 惟一 的 解 u € C2,<(Q) nN C (Q). 

证 明 Fii o = 0. GU, G w = w-— é, 而 考虑 u 满 呈 的 方程 ， 考 虑 问题 
(8.2.1), (8.2.2) 的 逼近 问题 


| 一 Au = f(£), =€ Q. 


u = 0. 


由 定理 8.2.1 可 知 ， 上 述 问 题 存在 惟一 解 u; E C). 再 根据 Schauder 估 
计 和 最 大 模 居 计 ， 有 


[urlz on < CIF le: < Clflon, 
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Ep CEART k 的 常数 ， 由 于 Q, C Oky, WIT 12 二 1,2,…, 有 
lug 9,00 < Clux|z Q, < C|fle a, Yk > m. 


PARARI ETETE (ux 2, 的 子 列 {wk} 只 1 和 函数 u e C2e (O), 使 得 对 任 
KEH m> 1, 34 i~ oo Hf, # 0, 上， 有 
Uk; 5 u, Duk; >, Du, D'ur >, Du. 

HER ILE N 内 4 满足 方程 (8.2.1). 

下 面 利用 徊 函 数 技术 证 明 u 二 外 部 对 任意 固定 的 2 E 69, 验证 wm) = 
lim w(s) = 0. 为 此 ， 只 须 构造 一 个 连续 函数 u(z) > 0, 使 得 ww{z?) = 0, E. 
#— r 

lu{z)| < Cu(z), z ERN Bi (a°), 

我 们 称 具有 这 样 性 质 的 wa) 为 REAR. 

A 


A 
wr) = e BE _ erfia- 

其 中 RA y 分别 为 20 处 外 球 的 半径 和 球 心 ，8 > 0 待定 . 易 见 (z) BA FEE 
质 : 

(i) w(z?) = 0 zp(z) > 0, vr £ WN {2°)}; 

(ü) w e CH, HIEN 0 > 0, 一 Aw > 1 T Q. ERE, 

—Aw(z) =482|z — y| e72- — 2n gel- 
>e-Ble—u (46282 — 2n), xe Q. 


再 令 tela) = uk(z) — |fle.gu(z), EHE vl) < 0. PEI, 
—Ao(z) = —Auk(mz) + |fla:o Aa (z) < f(z) 一 [Flon <0 rE Ok, 


x. 


~if loau| < 0, 
k 


Dr 


|, = ua 
ANg an 


故 由 比较 原理 ， 可 得 
velz) < Ü, Vz € Qh. 


即 
uk(z) 所 人 oaw(21 Vz € Nk. 


对 任何 夯 定 的 € Q, 选取 m 充分 大 ， 使 得 se Nm, 则 有 


u< (z) < |flonw(z), Yk 2 m. 
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令 上 一 eo, 得 
uls) < |flonw(7T), Vz € Q. 
同 理 可 得 
ulz) 一 | 月 oow(2)， Vr € Q. 
总 之 我 们 有 


lu(z)| < jfloow(s), Ve € Q. 


由 此 就 知 wfzo) = 0. 解 的 存在 性 于 是 得 到 了 证 明 , 解 的 惟一 性 可 由 极 值 原理 推 得 . 
注 8.2.1 30 KZ, R| 0 满足 定理 8.2.2 的 假设 条 件 . 
在 定理 8.2.2 中 ， 边 界 函 数 o E C2?( 侣 ), 而 所 得 到 的 解 在 边界 上 只 是 连续 ， 郑 
么 对 边界 函数 y 的 限制 是 否 可 以 放宽 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 我们 有 
定理 8.2.3 ”在 定理 8.2.2 中 将 yp HRAD pe CM), 结论 仍然 成 立 ， 
证 明 选取 px e C”), 使 得 


karl) -oy Vz e @, k= 1,2,..: 
考虑 问题 (8.2.1), (8.2.2) 的 逼近 问题 
| —Au(z) = f(z), = € Qk, 


u = Pk. 


80, 


由 定理 8.2.2 可 知 ， 上 述 问题 存在 惟一 解 wk < Coo). 利用 解 的 Schauder 内 估 
计 (定理 6.2.8) 和 对 角 线 方法 ， 不 难 证 明 : 存在 {u} 的 子 列 ， 仍 记 为 {ux}, 和 函数 
u € C%e (Q), 使 得 对 任意 固定 的 m > 1, H k — co BF, Æ Q,, 上 ， 有 


1 1 1 
uk >u, Duk — Du, D’ uk = Dšu. 


由 此 可 见 u 满足 方程 (8.2.1). 
下 面 验 证 uy = e. W z° ep 对 任意 的 < > 0, 由 p(x) 连续 性 知 ， 存 在 
ó > 0, 使 得 
je(z) — p(z) < z, Vz E Bsa(z9) n Q. 


选取 C, > |flon + 1, 使 得 
kolz} — pz) < £ + Cew(r), Vz € Q, 
其 中 w 是 定理 8.2.2 EH ELAR. 于 是 


kok (z) 一 wzo < £ + Cewlz) + Ë Yr EEN, Kk=1.2,.... 
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令 
uk = uk 一 人 ce 和 (也 ) — £ — — g(z9), 


则 
—Avk = 一 全 大 十 人 CA 一 二 CA 所 一 Ce < 0, 


1 „0 
a =u] a, sn ETE Plz ) 
1 
= 一 Ce — £ — z — p(z?) < 0. 
|o, w OnE £ k Ptr ) <0 


由 比较 振 理 ， 可 知 
vels) £0, Yz E Ny, 


Bp 
usir) < C, (z) + £ + z + e(z9), Vz e Nk. 


对 固定 的 zem, 选取 m 充分 大 ， 使 得 ze Om, WA 
WEE) < C,w (z) + £ + a + e(z?), Vk 2 m. 
Ẹ k — so, 得 
u(z) < CW) +e + elz} Vr € Q. 
于 是 
Jim ule) < £ + glx’). 

iñ e> oE, PA 

Tin u(z) < (z). 
同 悍 可 证 

Jim u(z) > plz9)， 
总 之 ， 我 们 有 

lin, u(z) = p(z?). 


解 的 存在 性 于 是 得 到 了 证 明 ， 解 的 惟一 性 可 出 极 值 原理 推 得 . 
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8.2.2 ”连续 性 方法 


压缩 映 象 原理 设 T £ Banach 空间 日 .上 的 压缩 映射 ， 即 存在 0<9<1, 使 
得 
zz -Ty < izu, Vz. B. (82.3) 


m T 存在 惟一 不 动 点 ， 即 算 子 万 程 
Tr=z 


存在 惟一 前 解 x € B. 
证 明 任 取 zo € B, + 


Ti = Tzi, $=1,2,.. 


对 任意 的 正 整 数 1 < i < j, 由 三 角 不 等 式 和 式 (8.2.3), 可 得 


le; -alls D> ler- zril 


k=i+1 


i 
= > Tzr- — T'za—all 
k=it1 


2 
< J, -e — zoli 


k=i+1 


6: ， 
sz. —z | — 0 (i— oo). 


从 而 {zi;} 是 Cauchy 序列 ， 由 B HRE, “ak z € B. 由 式 (8.2.3) 可 
知 工 是 连续 的 ， 因 此 


Tw = lim Twi = lim Tii = z. 
t= t—o 


r 的 惟一 性 可 直接 由 式 (8.2.3) EH. 
注 8.2.2 ”由 定理 的 证 明 相 以 看 出 : 用 召 的 任 一 闭 子 集 代 替 B, 结论 仍 成 立 . 
连续 性 方法 i B 3 Banach Zil, V 为 线性 冉 范 空间 ， T # T. £ B 9 
V 的 有 界 钱 性 算 子 ， 今 


T,=(1-—r) trh, re [1]. 
ke hk t 8 C > 0, 使 得 


llzlla < ClTrzlly, 7 € (0,1) (8.2.4) 
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R| Ti Æ BAHI V 5 H (3 To BRAA V. 
证 明 设 对 某 se [0,1], T, 是 满 射 的 .由 式 (8.2.4) 可 知 是 单 射 的 ， 所 以 逆 
HiT: V 一 卫 存 在 .对 7E 0.1] y € V, ATHE T,z =y 等 价 于 方程 


T,z = y + (T, — T) = y + (r — s)(Toz — TiS). 
而 T; 存在 ， 故 此 方程 又 等 价 于 
z =T; lw -+ (r -9 T -Tie = Tr. 


如 果 


[r — s| < ó = — — 
Cllzol + |l)” 


则 由 式 (8.2.4) DARA} T: B 一 B B:IEHBER DT. WIRE, xH E 
Ir- s| < ó Ë + € [0.1], T, 是 满 射 的 将 上 ,1] 分 为 长 度 小 于 ó 的 小 区 间 ， 容 易 推 
得 只 要 对 某 固 定 的 m € [0,1]( 特 别 对 wo = 0 s z = 1), To 是 满 射 的 ， 则 对 一 切 的 
T € [0,1], T, 也 是 满 射 的 . 

注 8.2.3 连续 性 方法 表明 有 界线 性 算 子 的 可 六 性 有 时 可 通过 另 一 类 似 站 
子 的 可 过 性 推 得 ， 


8.2.3 ”一 般 线 性 椭圆 型 方程 C2'* (名 ) 解 的 存在 惟一 性 
利用 连续 性 方法 , 可 以 把 前 面 关于 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 (8.2.1), (8.2.2) 
的 结论 推广 到 一 般 线 性 禄 琅 型 方程 的 Dirichlet 问题 
-aij (x) Dyu + bi(z)D;u + cl(z)u =f(z), z € Q, (8.2.5) 


= .2.6 
aa 7” (8.2.6) 


Eto c Rn 是 一 有 界 区 域 ， agbe € C), c 2 0. ai = as, 且 存 在 常数 
0 < X< A, 使 得 


MEP <aós(z)68; < AEP, V€ € R", z € Q. (8.2.7) 
定理 8.2.4 q Ən e€ C >, 0 < a < 1, G bi a, f ECA), e > 0, 2 € CrN), 
tij = aji, LA (8.2.7) 成 立 ， 则 问题 (82.5), (8.2.6) 存在 惟一 的 解 u € C>=(Q). 
证 明 不 妨 设 wp 三 0. 否则 , G w= u- ye 而 考虑 w 满足 的 方程 
记 


Lou = —-åu, 


Liu = -aij (£) Diu +b (z)D;u + c(zha. 
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考虑 单 参数 椭圆 型 方程 族 
L.u=(1-r)Lou-+ ru = f, 0<7<1, (8.2.8) 
其 二 阶 项 系数 满足 式 (8.2.7), 相应 的 和 A 取 
A = minf1,X], A, = max{l,A}. 


L, 可 视 为 从 Banach 空间 B = C2:%(() 到 线性 融 范 空间 V = C= (Q) 的 线性 算 子 , T 
是 问题 (8.2.8), (8.2.6) 的 可 解 性 等 价 于 算 子 L, 的 可 道 性 , 设 we 也 是 问题 (8.2.8)， 
(8.2.6) 的 解 ， 根 据 Schauder 估计 (定理 6.3.1) 和 最 大 模 估 计 (定理 8.1.3), 并 注意 到 
假设 y 三 0, 我 们 有 


[uriz as < C(|fleQ + jur lon) < C| las, TE [0, tH, 


pp 
urla < C|IL,u- lv. TE io, 1], 


其 中 CC 是 不 依赖 于 7 的 常数 .特别 对 r = 0, 问题 (8.2.8). (8.2.6) 就 是 问题 (8.2.1)， 
(8.2.2), 根据 定理 8.2.1 它 存在 惟一 的 解 4 c C>). 这 表明 Lo 把 B Phi V. 利用 
连续 性 方法 便 知 L, 也 把 B 映 满 V, 从 而 问题 (8.2.5), (8.2.6) 存在 解 u € C79 (Q). 
解 的 存在 性 于 是 得 到 了 证 明 . 解 的 惟一 性 可 由 极 值 原理 推 得 . 

定理 8.2.5 ”假设 Q 具有 外 球 性 质 ， 且 存在 边界 为 C% 的 子 区 域 序列 (O.J, 
使 得 Or C Nen Z. O04 一 致 地 逼近 6Q. X4 0 < a < 1 G bi e, f E Ce (Q), 
e 2 0, p ECE), ag = aj, B.K (8.2.7) R2. 则 问题 (8.2.1), (8-2.2) 存在 惟一 的 
解 u € C2e (0) n ON). 

证 明 类似 于 定理 8.2.4 的 证 明 ， 这 里 取 B = C2e(0) n C(Q), Wí V = N). 

类 似 于 定理 8.2.3 的 证 明 ， 可 得 

定理 8.3.6 ”在 定理 8.2.5 中 将 o 65 tA 48 pe CIO), 结论 仍然 成 立 . 

我 们 还 可 以 进一步 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.7 ROO<a <l IN eE CH, ay bie, f ECe (Q). e > 0, ç € 
C e), aç = as, LA (8.2.7) R>. WIE (8.2.5), (8.2.6) Ate- 45 84 u € 
C>e (Q). 

证 明 由 于 ƏQ eche, k Q RABIA, H EER 8.2.5 中 关于 Q 的 条 
件 满足 . 于 是 根据 定理 8.2.5 可 知 ， 问 题 (8.2.5), (8.2.6) 存在 惟一 的 解 u e cean 
C(G). 再 利用 Schauder 估计 (定理 6.3.1 和 注 6.3.1), 进而 可 知 u € C>). 


88.3 ”线性 抛物 型 方程 古典 解 的 存在 惟一 性 
在 本 节 中 ， 我 们 对 线性 抛物 型 方程 ， 介 绍 与 $8.2 平行 的 理论 . 
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8.31 热 方程 古典 解 的 存在 惟一 性 
考虑 热 方 程 的 第 一 初 边 值 问题 


-Au fl td), (2t) Qr, (8.3.1) 


uw,t) =e(z,t, (2,t) € OQT, (8.3.2) 


其 中 Qr = 0 x (0.T). 0 c R” R— f PU, T > 0. 

定理 8.3.1 3 0Q € (Ç, 0 < o < 1, f EC Gyr), y E CO2+alhe/2( 何 7)， 
则 第 一 初 边 值 问题 (8.3.1), (8.3.2) 存在 惟一 的 解 eC2t%1ta/2 (a). 

证 明 类 似 于 定理 8.2.1, 请 读 考 自行 完成 . 

定理 8.3.2 MaN 具有 外 球 性 质 ， 且 存在 边界 为 C% 的 子 区 域 序列 {0}, 
使 得 GO, C Qui, R. B04 一 致 地 逼近 8Q. X48 O <a < 1, f Ee CAP o € 
C2+el1+e/2((O.). 则 问题 (8.3-1), (8.3.2) 存在 惟一 的 解 u e Cta (ODNC(Gr). 

证 明 不 妨 设 p = 0. 否则， 令 wuy 然后 考虑 包 满 足 的 方程 类似 于 
定理 8.2.2 的 证 明 ， 考 虑 问题 (8.3.1), (8.3.2) 的 允 近 问题 ， 先 证 明 表 近 问 题解 的 棋 
限 满 足 方程 (8.3.1), 然后 利用 峥 函数 技术 验证 u aar 0. 这 里 我 们 仅 指出 阐 函 数 
u(z.t) 的 构造 ， 其 他 推导 完全 类 似 于 定理 8.2.2. 设 (2°, to) € 6,Q>, MAX wt) 
应 具有 下 列 性 质 : 

G) wu(z9 46) =0, wiz. t) > 0, Yx € QrN(z9,16 1; 

(ü) w EC 人 7 = — Aw 2 1 F Qr. 

因此 ， 当 中 e 3N 时 可 了 到 wir, t) = wir), 当 to = 0 EAE w(x,t) = í, 其 中 
(z) 为 定理 8.2.2 H uFEH F ArtR [F A 9. 

定理 8.3.3 ”在 定理 8.3.2 中 将 p 的 条 件 减弱 为 o c C(Q+), 结论 仍然 成 立 ， 

证 明 类 似 于 定理 8.2.3, 请 读者 自行 完成 . 


8.3.2 ”一 般 线 性 抛物 型 方程 C2+%t%/2(@7) 解 的 存在 惟一 性 


利用 连续 性 方法 ， 可 以 把 前 面 关 于 热 方 程 的 第 一 初 边 值 问题 (8.3.1), (8.3.2) 的 
结论 [定理 8.3.1 和 定理 8.3.2) 推广 到 一 般 线性 椭圆 型 方程 的 Dirichtet 问题 


ôu _ oj (Tt Du + bi(z,t] Diu + elx, tju = f(z,t), (z, € Qr, (8-3.3) 


öt 
uie t) = ple. t) (z.#) € 5,Qr. (8.3.4) 


其 中 Q c R" 是 -- 有 界 区 域 ， qs;，b，c € C2 (Qr) ay = as, R frt % 9 
0 < À < ,使 得 


AEI? < ayle, t)&E < AEP, V£ € E", (z,t) € Qr. (8.3.5) 
BR 
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定理 8.3.4 $ 8Q c€ C>, 0 < a < 1, G, b,c f E CoN (Or) pE 
C kmit Gr), ai = aji AA (8.3.5) 成 立 . 则 问题 (8.3.3), (8.3.4) 存在 惟一 解 
u ec trd 2 (Qp). 

定理 8.3.5 假设 Q RAP H, RA Bi 3 Cee 的 子 区 域 序 列 {9}, 
it Q. C y, i, R BQ A wiki 0Q. 3448 0 < a < 1, aj bic, f € COQ), 
p £ (2700ta Gr), ag = aji E.A (83.5) 成 立 ， 则 问题 (8.3.1) (8.3.2) 存在 惟一 
的 角 u € C2t1+e72(Q a) n C(Qr)- 

Zi PEE 83.3 的 证 明 ， 可 得 

定理 8.3.6 在 定理 8.3.5 中 将 pp 的 条 件 减 弱 为 o € C(Qy), 5164548 Ó. D. 

我 们 还 可 以 进 - : 步 证 明 下 面 的 完 理 ， 

定理 8.3.7 设 0<a<l 0 eo ag ba e, f EC (Q), eE 
CG2+aA—e/2(Q a), tj = aj E K (8.35) R2. APA (8.3.3), (8.3.4) 存在 惟一 的 解 
u € ("22 Lt (Q;)- 

证 明 由 于 an e C2e, 故 Q 具有 一 致 外 球 性 质 ， 且 定理 8.3.5 中 关于 Q 
(TEREE. FREM 835 可 知 ， 和 问题 (8.3.3), (8.3.4) 存在 惟一 的 解 u € 
CHet NO NCAA. 再 利用 Sehauder 估计 (定理 7.2.24 和 注 7.2.7), 进而 可 外 
DA 


注 8.3.1 对 一 般 线性 袍 物 型 方程 (8.3.3), 没有 c 之 0 的 限制 . 
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在 前 几 章 中 我 们 研究 了 线性 椭圆 型 方程 和 掀 物 型 方程 的 两 类 解 ， 即 验 解 和 古典 
解 . 本 章 考 虑 一 种 正则 性 处 于 中 和 间 状 态 的 解 ， 称 之 为 强 解 . 为 此 ， 我 们 需要 建立 解 的 
Le 估计， 如同 古典 解 的 存在 性 基于 Schauder 估计 一 样 ， 强 解 的 存在 性 基于 L [h 
计 . 

我 们 将 首先 利用 Stampacchia 内 村 定理 和 Schauder 估计 中 的 结果 ,对 Poisson 
方程 和 热 方 程 建立 解 的 L? 估计 .在 此 基础 上 ， 完 成 一 般 线 性 实 贺 型 方程 和 抛物 型 
方程 解 的 L? 估计 ， 并 进而 建立 强 解 的 存在 性 理论 ， 值 得 注意 的 是 ， Ix 估计 可 对 
非 散 度 型 方程 建立 ,但 需 加 上 一 个 实质 性 的 条 件 ， 即 一 阶 导数 项 的 系数 是 连续 的 . 
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在 本 节 中 ， 我 们 先 介绍 立方 体 上 的 Poison 方程 解 的 L? 估计 ， 然 后 基于 这 种 
典型 方程 的 估计 结果 ， 完 成 一 般 线性 椭 癌 型 方程 解 的 L? 估计 ， 进 而 建立 强 解 的 存 
在 性 理论 . 

9.1.1 ”立方体 上 的 Poisson 方程 解 的 Likit 


考虑 Poisson 方程 的 齐 次 Dirichlet 和 问题 


-Âu =f, rE Qo, (9.1.1) 
=0, (9.1.2) 


u oga = 
其 中 Qo ÆR” 中 的 立方 体 ， 其 边 平行 于 坐标 轴 . 
为 了 得 到 问题 (9.1.1), (9.1.2) 的 解 u 在 立方 人 栖 Qo 上 的 L? 估计 ， 我 们 先 建立 
D2u 在 Campanato 空间 C2"(@o) 中 的 估计 首先 建立 内 估计 . 
命题 9.1.1 i2 f ë L”(Qo), u € H?(Qo) N H)(Qo) 是 Poisson 方程 -Au = f 
在 Qo 1588, z" € Qa, Bsna(z9) CC Qo. M 


[D on Bro (z%) 


<C (Dawul cacpsnoteo) + fleece toy) ° (9.1.3) 


其 中 C fx fk 3 n 和 Ro. 
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证 明 以 f: 表 f 的 磨 光 ， Ue sal Es 
| — Aus = £. z€ Qo, 


的 解 . 由 L? 理论 知 ， u 在 Bnl) 上 是 充分 光滑 的 ， 且 
u, — u (€ — 0) T H2(B;a,(z9)). 
由 此 可 见 ， 为 证 式 (9.1.3), 只 须 证 
[D°us |a Bao (eo) 
<C (pruel acon (ze)) + Ifelz= ceant) ' 


其 中 常数 C 与 无关， 由 于 这 个 原因 ， 在 以 下 的 推理 中 ， 可 以 认为 4 在 Bnl) 
上 是 充分 光滑 的 . 

对 任意 的 ze Ba,(z9), 有 Ba,(z) C Bam (z9). 从 Schauder 内 估计 (定理 6.2.6) 
KERTA: Hops RS Ro, 有 


f [Duly) — (Du). , dy 
B, (x) 

s P n+2 _ 2 
<o (E) foo PPO- (Du) Pay 

+C f (Fy) ~ fan) dy 

Bn(z) 
LAW — 2 

<C (8) J DPO- Duhani 


+CRñ"||/||Ë<— aste) 


HP w= D. (1 < š < n). Hulk, 利用 选 代 引 理 ( 引 理 6.21) 可 推出 ， 对 0 < p < 
R < Ro, 有 


J |Dw{y) 一 (Dw)a pl dy 
Bote) 
<C (R) Í |Du(g) — (Du) a|? du + RIF Beara) 
R Briz) ' R 
LEN 1 
<Cp ( 京 1polioese 十 |patey ) . 
因此 


|D2u (u) — (Du) g aa) Ba tea 人 
Jaano píz Bral?) 
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< j |D?n{y) — (D2u), a|2dy 
Batz) 
,ufl 
<Çp" Cu en + 1 人 -enen ) 


U l 之 ,li 之 P. 
gCp (z Duane +x) 


其 中 
(D2a)a (Br (z) 
1 
a 7 人 
从 而 


Da 0) <Ç (Duramo) + lr xcBan, eo) ' 

其 中 CRT n A Ro. 这 里 S 的 定义 见 注 61.2, 而 由 此 定理 和 注 可 推出 
PEI 与 an 是 等 价 的 半 范 数 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 式 (9-1.3). 

有 了 内 估计 ， 我 们 可 以 通过 解 的 延 拓 得 到 全 局 估计 . 

命题 9.1.2 it fe L”(Qo). u€ H?(Qo) N HJ (Qu) 为 Dirichiet 问题 (9.1.1j， 
(9.1.2) w 8838. mi 

lD ulicna < CH ir), (9.1.4) 

其 中 C Aik ü n 和 Qa 的 边 长 . 

证 明 设 

Qo = QUI, R) = {z € R°"; je — T?) < R.ë = 1,2,... n). 


为 了 证 明 式 (9.1.4), 我 们 将 u tk FEARI IE, EARRA ü. 首先 关 
FAT vi = 2ft R f i = z? R IERIE, BE 


ult), Hir € Q, 时 . 


—u(2x? + 2R 一 £1, 2," Za), 
üle) = Wan € {z} + R zl + 3R), izi < R (i Z 1) Bf, 


—u(2.r9 -—- ZR — El, E2 ttt . Tn). 
Mr € [Ë — 3R,z9 — R). z| < R (i Z 1) Bf. 


然后 依次 关于 超 平 面 zo = 29 + RI zo = ag R, o, n = b RA z, = zü —- R 
EZITE. 这 样 便 得 到 在 Qt 3R) ENE Y BJ yr a. 重复 以 上 步骤 到 次 可 
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得 到 在 Q(z0.3n R) 上 有 定义 的 函数 立 再 按 同 样 方式 延 拓 而 得 到 在 Q(z9,3" R) 
上 有 定义 的 函数 f. 

BAR f € LO(Q(2?,3"R)). 不 难 验证 元 < 五 2(@(zo, 3" RY NHL (QG? 3" R)), E 
名 是 方程 

-Aü = f 
在 Q(x, 3R) EKAR. E 
Qo = Q(2°, R) C B arl’) C Bayart’) cc Q(a5,3" R), 
在 Q(z9, 35 R) 上 利用 命题 9.1.1, 便 得 
[D ung < [D i] mB rlz) 
<C (Ip%allkas, aray 十 他 ||p=(B, <a (z) ) 


<C (IDü||satqun ann +I; lz=-tocosna)) . 
由 此 ， 换 一 个 仅 依赖 于 n 和 R WJ 3k C, 就 有 
[D u] ng < C (Dulag) + fleg). (9.1.5) 


根据 L2 理论 (EE 2.2.1, 虽然 那里 要 求 区 域 的 边界 具有 C2 光滑 性 ,但 用 类 似 于 定理 
8.2.2 的 证 明 方 法 ， 可 以 证 明 结 论 对 立方 体 也 是 成 立 的 ), 有 


laateo < Cf |zratQo)- (9.1.6) 


联合 式 (9.1.5) 和 式 (9.1.6, 就 可 得 到 式 (9.1.4). 

为 了 证 明 Poisson 方程 的 解 在 立方 体 Qo 上 的 I? 估计 ,我 们 还 要 借助 于 Stam- 
pacchia 内 播 定理 . 

定义 9.1.1 设 Qo £ R" pharth, KAPITE, 3t ue LQ), 
如 果 


1 
juleg =sup ag] Í no, lu — uoNeolds; 


Q 是 与 Qo 平行 的 立方 体 } < +oo， 
则 称 u € BMO(Qo). 
我 们 规定 BMOQo) 中 的 范 数 为 
l- |BMO:(qo) = |i- lrg + |: bago. 


可 以 证 明 关于 这 个 范 数 BMO(Qo) 是 一 个 Banach 空间 . 
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由 Campanato 空间 和 BMO(Qo) 空间 的 定义 知 
>n (QÓ) c Comeo) ~ BMO(Qo). 


定义 算 子 
T,: L®(Qo) > BMO(Qo), f> DD:;u, 
其 中 1 < í < n, 2 是 问题 (9.1.1), (9.1.2) HBR. 估计 式 (9.1.4) BHA: T;( < í< n) 
为 Lee(Go) 到 £2:(Qo) C BMO(Qo) 的 有 界线 性 算 子 . 
Stampacchia 内 插 定理 ” 设 1<g<+o0, 车 了 既是 L929(Qo) 到 LUQ 的 有 
ARAT, LA L(GQ0) 到 BMO(Qo) 的 有 界线 性 算 子 ， 即 


[akeo Odio Yu € LXR), 
WTullasog) Czas qa, Yu € L” (Qo), 


W| T' $ [2(Q0) #| (Q) 的 有 界 钱 性 算 子 ， 即 
Tuller) < Cilullerg Vu € LP(Qu), 


其 中 q < p < +o, C 依赖 于 n, q, p, Ci 和 Cs. 

这 个 定理 的 证 明 可 参看 文献 [6] 的 附录 4. 

利用 Stampacchia 内 插 定理 ， 我 们 可 得 到 

定理 8.1.1 设 p>2, fE L (Qo), u E WP(QoNWa?(Q0) 在 Qo 内 几乎 处 
AF262 Poisson 方程 (9.1.1). 则 


lD ultre) < C| lestgo), 


EFP C 仅 依赖 于 mp 和 Qo 的 边 长 . 

证 明 h 12 EAT < i < n) E: LQ) B LQ) 的 有 界线 性 算 子 ， 又 
五 也 是 L°° (Qo) 到 BMO(Qo) 的 有 界线 性 算 子 . 利用 Stampacchia 内 插 定 理 就 知 T, 
F LP Qo) PEL) 的 有 界线 性 算 子 . 

注 9.1.1 在 定理 9.1.1 前 条 件 下 ， 利 用 Sobolev Z13655 £ t A. 进而 可 得 


lelweg < CIF) + lelero). 


ZF 9.1.2 定理 9.1.1 的 结论 对 1 < p< 2 的 情形 也 是 对 的 ， 证 明 可 参看 文献 
[6] 的 第 3 *. 

注 9.1.3 定理 9.1.1 的 结论 可 推广 到 二 阶 导数 项 系数 起 阵 为 泛 正 定 矩 阵 而 无 
使 阶 项 的 精 国 型 方程 ; 这 是 因为 据 以 证 明 估计 式 (9.1.3) 的 Schauder 内 估计 对 这 种 
FELUR, MERA (9.1.4) 所 作 的 延 拓也 同样 适合 于 这 种 方程 . 
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9.1.2 BRERA HER fit 
现在 转 到 一 般 的 线性 椭圆 型 方程 


—a(z)D¿uxu + b (z)D;a + e(z)u = fü), z € Q, (9.1.7) 
rR 0 c R" 是 一 有 界 区 域 ， as = an, HARY à> 0, M > 0 使 得 
ai (z)6;6; 2 AEP, VEER” z € @, (9.1.8) 
5 ilas l= + y lézie + felle < M. (9.1.9) 
i. j=l i=l 


ENM 9.1.2 设 w(R) Z 0, to) LFR, H Jan w(R) = 0. 
# o, (z) A Q ERA k bk o( HR), 如果 


la; (z) 一 asly) < u (|z 一 ul), Vz,g € Q. 


容易 证 明 ， 如 果 aj E C(Q), 则 ayt) 在 在- 上 具有 连续 模 . 
对 于 一 般 的 线 仁 椭圆 型 方程 (9.1.7), 我 们 有 
定理 9.1.2 设 ƏQ EC2 p > 2, JE (9.1.7) 的 条 数 满足 不 [9.1.8) # Á 
(9.1.9}, H ay € C(Q). w$ u € W2p(Q) OW ?(Q) 在 由 内 志和 手 处 处 满足 方程 
(9.1.7), WJ 
lelweg < CUl + || ze), 
其 中 C = f tk 3k -T T, p. À, M, O 以 及 Qij 45 £ th 6 65 x. 9 35. 
证 明 采用 与 Schauder 估计 相仿 的 方法 ， 分 三 步 来 证 明 . 
第 一 步 ” 建立 内 估计 . 
对 任意 的 za & Q, 选取 Âo > 0 使 得 Qa, = Q, Ro) C 9. iË 0 < R < Êo n 
是 Qa 上 相对 于 Bre 的 切 晰 函数 ， 即 9 & cria) ELIE 
0 < Ms) SI m(z)=1+Ban, VSE, Das S. 
& v = u, W| v e WE? (Qar), HAI (9.1.7) 可 得 
-aij{£)Dije = glz), 
其 中 
g(z) = — (bin + 2a;; Din) Diu — (en + aij Dayne + nf. 
将 上 述 方程 改写 为 


—aj (£) Dyv = Fie) = g(z) + h(z); “> € Qa, (9.1.10) 
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其 中 

h(:c) = (aij (z) — a (z29))D;;u. 
对 方程 (9.1.10) 利用 式 (9.1.4) (如 注 9.1.3 所 指出 ， 对 这 种 方程 , 式 (9.1.4) 可 用 ). 便 
得 

ID?o||;; (Qa) S ColPlzrcea， 


其 中 C; RKF n, p. à $ R. 而 
lolinaw < M ($ + L) lulwsaoo + Ulloa 
ilh||= qa) S wl VaR) D vlier 
这 里 w(B 是 ow (j = 1,2,… n) 的 公共 连续 模 . EE 0 < Ro < Ro 使 得 
Cow(ynRo) < 5- 于 是 当 0 < R < kott, Æ 
[Doltza S ID?o|zo Qa) 

<o ( (zg + hw en + lasa) 
而 由 2 的 定义 知 |D?ul|zetga L) SID elegan BE 0 < R < Ro W, A 

Dulinan < CUF + lellw: eun). (9.1.11) 


第 二 步 ” 建 立 近 边 估计 ， 
设 z ED 由 于 6Q EC2 所 以 存在 z° 的 邻 域 了 和 一 个 C? ÉS HDE ML Sr 
$: V — B, = B,(0), 使 得 


YW) = P. VAN)= Bf. wW%(8QnV)= A BtnB,. 


记 Qo 为 Bt 中 边 平行 于 坐标 轴 的 内 接 立 方 体 ， 经 变换 y = Ula), Qo) 上 的 方 
程 (9.1.7) 变 成 Qo 上 的 方程 


-du (WD Dut + hy Dd + A = Fly), (9.1.12) 


z 

其 中 记 = A Dy = a ë = u(Y-Hy)), âi, b, ë, 的 意义 类 推 ， 不 难 验证 
方程 (9.1.12) 的 系数 和 右 端 函数 仍 具 有 方程 (9.1.7) HARA ARU REEE 
BR. 为 了 对 方程 (9.1.12) 的 解 建立 近 边 估计 ， 和 前 面 建立 内 估计 的 步 又 -- 样 ， 我 们 
把 ú 切 斯 ， 考 虑 切断 后 的 函数 满足 的 不 含 低 阶 项 的 方程 ， 对 它 采 取 肇 固 系数 法 ， 
然后 利用 式 (9.1.4) [如 注 9.1.3 所 指出 ， 对 这 种 方程 ， 式 (9.1.4) 可 用 ), 最 后 回 到 自 
a >, 便 得 到 

Dulen < C (Iler + llulluy), (9.1.13) 
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其 中 0 < R< Ro, Ro 为 一 取 定 的 常数 ，Oa C 0 为 其 一 依赖 于 只 的 区 域 ， 且 存在 
不 依赖 于 R 的 常数 o> 0, 使 得 Q n Borl?) C OR. 
第 三 步 ”建立 全 局 估计 . 
结合 内 估计 式 (9.1.11) 和 近 边 信 计 式 {9.1.13), HA A RI ARE E a an 
FKEA 
IID2ul| Q) < Cilie + llullu uo) )- 


再 利用 Sobolev 空间 的 内 插 不 等 式 ， 最 后 得 到 
ielwzr < Cilee + Hcll Locny)- 


注 9.1.4 定理 9.1.2 的 结论 对 1 < p< 3 的 情形 也 是 成 立 ， 证 明 可 和 参看 区 献 
[6] 的 第 3 È. 

注 9.1.5 从 定理 9.1.2 的 证 明 我 们 看 到 ， 解 的 W 估计 的 建立 ， 本 质地 依 
HT ayec 的 条 件 ， 过 一 点 在 应 用 时 必须 特别 小 心 . 

在 定理 9.1.1 和 定理 9.1.2 中 ， 我 们 提 到 了 一 种 新 的 解 ， 它 具有 二 阶 弱 导 数 匡 
几乎 处 处 满足 方程 ， 这 种 解 将 称 为 强 解 . 

考虑 非 齐 次 边 值 条 件 


=p. {9.1.14 
"| pp 二 É: ( ) 


其 中 e E W22(Q). 

EN 9.1.3 #ku e W26(0) 是 方程 (9.1.7) 66 888. E u #& Q P U AP AF2 
AFA (917); PLEA u — o € WE), 则 称 u 是 Dirichlet 河 题 (9.1.7), (9.1.14) 
的 强 解 ， 

由 定理 9.1.2( 注 意 注 9.1.4) 和 定义 9.1.3 不 难得 到 

定理 9.1.3 i Q c C, p> 1 方程 但 .1.7) 的 系数 满足 式 (9.1.8) PA 
(9.1.9), 且 ag € C(®). tk u € W27(Q) 是 Dirichlet 问题 (9.1.7), (9.1.14) 的 强 
和 解 ， 则 

elle < C (Ilze + Wollw2.(9) + lulz) 


其 中 品级 依 赖 于 n, p, à, M, Q 以 及 ay 的 连续 模 ， 
9.1.3 ”线性 椭 因 方程 强 解 的 存在 惟一 性 


下 面 我 们 研究 强 解 的 存在 惟一 性 ， 如 同 古 典 解 的 存在 惟一 性 基于 Schauder (h 
计 但 还 依赖 于 解 本 身 的 L” 模 估 计 一 样 ， 强 解 的 存在 惟一 性 基于 Ls 估计 但 还 依赖 
于 解 本 身 的 IL? 模 估 计 ， 对 一 般 方程 ， 解 本 身 的 L? 模 佑 计 可 利用 Aleksandrov 极 
值 原理 (可 参看 文献 e) 得 到 ， 对 于 较 特 殊 的 方程 ， 例 如 方程 


—Au+ czu = fz) x€ Q, (9.1.15) 
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解 本 身 的 D 模 估 计 可 用 类 似 于 建立 22 模 佑 计 的 方法 得 到 ( 见 下 面 的 定理 9.1.4). 
但 需要 指出 的 是 ， 这 一 方法 只 能 推广 到 具 茹 度 结 构 的 方程 ， 而 对 方程 (9.1.7) 并 不 
适用 ， 另 外 ， 用 这 种 方法 也 只 能 得 到 p > 2 时 的 估计 . 

定理 9.1.4 设 ƏQ c€ C2e, p > 2, c € LY(N) 8 c > 0. 则 对 任意 的 函数 
f E P(Q), FA (9.1.15) 都 存在 惟一 的 强 解 u € WNW P(O). 

证 明 首先 建立 方程 (9.1.15) 强 解 的 Lp 模 的 先 验 佑 计 . 假设 a c wro) 
nWa (Q) 是 方程 (9.1.15) 的 强 解 . 在 方程 (9.1.15) 的 两 端 同 乘 以 lul?-?4 然后 在 
上 积分 ， 得 

-f uP 2uAuaz + | olupds = f fjuPuds. 
mn O O 


经 分 部 积分 ， 进 而 有 
— f IV(|ulp/2-1,)|2 dr + 上 clulrdz = 人 flu 2udz. 
利用 Poincaré 不 等 式 ， Ha5lder 不 等 式 和 带 e 的 Young 不 等 式 ， 可 得 


e f upas + f clude 
pp Q n 


< Í ru ae < Ilus ` [ulla 


<= f julPdz + 71071) f |f'P dx, 
n Eti 


HH u > 0 是 Poincark 不 等 式 中 的 常数 ，e > 0 为 任意 常数 . 注意 到 c > 0. 我 们 有 


5 1. 
Jupa < c pan 
RH C 仅 依赖 于 六 和 总 结合 定理 9.1.2, 得 
< 人 7 (9.1.16) 


其 中 C 仅 依赖 于 n, p, p 和 9. 

由 式 {9.1.16) 我 们 立即 可 以 得 到 强 解 的 惟一 性 . 事实 上 , 假设 u, u € WWY2p(g) 
NWP) 是 方程 (9.1.15) 的 两 个 强 解 . Q v= uu NJ o € W2p(Q)QWa P(O) 是 
齐 次 方程 


—Au +c =0 sE 


的 强 解 . 很 据 佑 计 式 (9.1.16), 我 们 有 
lvllwzz < 0. 


JAI v=0ae. + 0, B] u = uç ae FR. 
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下 面 证 明 强 解 的 存在 性 设 cs, fe € C0), ck 2 0, H. cg Æ L° (Q) 中 弱 * 收 
F e, fs E LN) PRAF f. 考虑 通 近 问 题 


| Auk 十 ckuk = fel), z € O, 


ua =0, 


根据 定理 8.2.7, 上 述 问题 存在 解 us E 0%), 更 有 ux € WAW). 由 估 
计 式 (9.1.16), 我 们 有 


llus||w2.; cn) < CI 天 二 ro 


这 说 明 {wr} 在 W) 中 一 致 有 界 ， 由 WO 中 有 界 集 的 弱 紧 性 和 紧 嵌 入 定 
EE, (ux) 存在 子 列 在 WN) PRA, ME WO 中 强 收 黎 ， 设 极限 函数 为 
u, J u E W2;(Q)nW2 (Q), 且 几 乎 处 处 满足 方程 (9.1.15). 

注 9.1.6 完 理 9.1.4 的 结论 对 1T<p<2 的 情形 也 是 对 的 ， 此外， B82 具有 
C? 光滑 性 即 可 . 

对 于 一 般 的 线性 椭 贺 型 方程 (9.1.7). 我 们 有 如 下 的 定理 ， 证明 可 参看 文献 |6] 
的 第 3 章 ， 

定理 9.1.5 设 ôN e C2 p> 1 方程 (9.1.7) 的 系数 满足 式 [9.1.8) PA 
(9.1.9), c > 0, E ai E C). Wargi f e L(A), Dirichlet 问题 (9.1.7), 
(9.1.14) 都 存 在 惟一 前 强 解 u e W2P (Q). 


89.2 ”线性 摔 物 型 方程 解 的 LP 估计 与 强 解 的 存在 惟一 性 
在 本 节 中 ， 我 们 对 线性 抛物 型 方程， 介绍 与 89.1 平行 的 理论 . 


9.2.1 立方 体 上 的 热 方程 解 的 L? 估 计 
考虑 热 方 程 的 第 一 初 进 值 问题 


ĉu —Au=f, (z,t) € Qr, (9.2.1) 
u s,Qr =0, (9.2.2) 


其 中 Qr = Qa x (0,7), Qo E R" 中 的 立方 体 ， 其 边 平行 于 坐标 轴 . 
记 
Qn = Qr(T?, to) = Ba(z9) x (to — R2 to + R2), 


Qh = QR 0) = Ba(z°) x (0, R2). 
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I . . 、 好 
QE 9.21 it e L”Qr), u € WI Qr W> (Qr) 是 热 方程 > _ Ar = 
f È Qr L66350, 1° € Qo, Ban (2?} CC Qo. RI 
[DYula nt2: Ba (z9)x(0.T) 
<C (pzulleztmmeoxtom 十 LemtBsnoten xto.7) ) ; (9.2.3) 


其 中 C fat tA n, T 和 Ro. 
证 明 以 f & f 0JME u 表 问 题 


ó 

e 一 Auk = fe, (z, t) e QT. 
1 一 

"lapar 


的 解 ， 由 L HIP RI ae 在 Barla’) x [0,7] 上 是 充分 光滑 的 ， 且 
te — u (e — 0) WE (Bar (2?) x (0.7). 
由 此 可 见 ， 为 证 式 (9.2.3), 只 须 证 
[D us] n 2: Bi (zt) (OT) 
<C (1 Dueli tzar (a)x (oT)) + fel (Bn, exom) ， 


其 中 常数 C 与 无关, 由 于 这 个 原因 , 在 以 下 的 推理 中 , 可 以 认为 在 Bosan (9) x 
0T] 上 是 充分 光滑 的 ， 

先 建 立 内 估计 . 对 任意 的 z € Ba,(z9), 0 < t < T, EE 0 < Ro < Ro. 使 得 
Q |a (®t) C Bon,(z?) x (0,7') C Qr. JÁ Schauder 内 估计 (定理 7.2.3) HYERA ETH: 
XT 0 < < R< PR, ff 


f f |Du(u, s) — (Dao); t pl?dyds 
人 or 全 
n+4 
<c (£) f f |IDu(y, s) — (Du) + R|? duda 
' Q n(x,t) 
+C / f (f(g,s) — fean)’ dyds 
Q n(z.t) 
m+4 f 
<e(z) ff [Dwl - (pwnaldyas 
Qa [>.t) 


+ CRH A tora 


HF us Dul < i < n). 由 此 ARARE ( 引 理 6.2.1) 可 推出 ， 对 0 < o < 
R < Ë, fi 


f 
f j, iDwly,s) — (Du) a dyds 
Qpr t) 
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p n+2 I 2 

<c (PY. Dw , 8) — (Diw)s dyd 

(z) ( aala)! (s, 8) ~ (Dw)et, n| dyds 

+ RH? |Z (Qa, ) 
1 
<cpnt2 (ar Dulino + lf lanzan) | 
类 似 于 定理 72.4 和 定理 7.2.5 的 证 明 ， 可 得 
2.401/2) 
[D Ula atna a a (zD) 
<C CERAT + |fllzetQqa et) ) 


<C (pzullzztasm (z0)x(0,T)) + lf lleen exor) ; (924) 


其 中 C RRF n M Ro. 
类 似 地 可 以 得 到 近 底 边 估计 ， 对 任意 的 z € Ba,(z9). WE 0< 高 < Ro, 使 得 
Q, (z,0) C Bono (a°) x (0,T) C Qr- 从 Schauder 近 底 边 估计 (定理 7.2.9) 的 证 明 
可 知 ， 对 0< < R< ,有 
J J |Du(u,s) — (Du): o, P dyds 
Q (=.0) 
p ?十 4 
<o (k) / a [Dwly, s) — (Du)=o,a| dyds 
C — fa,0,8)? 
+c Í Í ,ew 0 tzon) dyde 
p n+4 
<o (s) Saen |Dw(y, s) — (Dw)a,o,nl?dyds 
+ CR +f lE cot e,0)) 


EF w= Du (1 < í < n), 
1 
Vz, 0, R = Eeo] /hs v{y, s)dyds. 
由 此 ， 利 用 选 代 引 理 ( 引 理 6.2.1) 可 推出， 对 0< o < R< ñ, 有 
f/f [Dwt{y, s) — (Du)<.o, |° dudas 
s (=,0) 


a) (Jf i 
<c f Dau(y, s) — (Dao), dyds 
D” faun 69 Puonti 


+ R”? ETAR, 
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nn I 
gCp"1? (Bl owl + 1 人 -eseo)) . 
类 似 于 定理 7.2.10 和 定理 7.2.11 的 证 明 ， 可 得 


2 (1⁄2) 
[D ula ntza, PREZO) 


< D’ 21090 oo 
cC (1 ulja (q? Co) + [felle (Q co 

<C (D2ul tagare +I lzen (990099) ) ; (9.2.5) 
其 中 CRET nA Ro. 


联合 内 估计 式 (9.2.4) AERA (9.2.5), 利用 有 限 覆 盖 定 理 ， 便 可 得 到 式 
(9.2.3). 


@EB922 g fe L”(Qr), u € W21(QTN WY (Qr) 是 第 一 初 边 值 问题 
(9.2.1), (9.2.2) 的 弱 解 . 则 


|D ul czntagr) < Cf iQry: (9.2.6) 


其 中 C fRkA3ART n, T 和 Qo 的 边 长 . 
证 明 设 

Qo = Q(2?, R) = (z € R”; |e: 一 更 | < Ri =1,2, n}. 
类 似 于 椭 图 方程 的 相应 结论 (命题 9.1.2) 的 证 明 ， 对 男 定 的 te fo, Th 将 uot) 和 
JO t) 反 对 称 延 拓 到 QIR) E, AAE Qr 3R) 上 有 定义 的 函数 ,分 别 记 
为 立 和 ,其 中 

Qrlz’. 3" R) = Q(z9, 3" R) x (0, T). 
TAR f e LO(Qr(a?, 35 RY). 不 难 验证 Ee W3” (Qr, PR) N W!'l(Q+(z9,3" R), 
R. š ra | 
a -Aŭ= f 

E Qrt, PR) 上 的 弱 解 . 注意 

Qo = Q(z?, R) C B arla’) C B; an (a?) CC Q(z’, a" B). 


在 Qr(z9,3% R) 上 利用 命题 9.2.1, 便 得 


[D u] ntar < [Di] n8 antz9)x (nm) 


<C 人 (152 刘 leocaswratenxtomy) 十 | lese, mreno} 
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<C (IID?ü||racoz (esas) +I lz=tereosna)j . 
由 此 ， 换 一 个 仅 依 赖 于 n 和 RARS C, 就 有 
[DYu]2,nt2Qr < C (Dulag + lfe). (9.2.7) 
根据 L2 理论 (E 3.1.4, 虽然 那里 要 求 空间 区 域 的 边界 具有 C2 光滑 手 ， 但 用 类 似 于 
定理 8.3.2 的 证 明 方 法 ， 可 以 证 明 结 论 对 立方 体 也 是 成 立 的 ), 有 
luwas, < Of liacgr) (9.2.8) 


合式 (9.2.7) 和 式 (9.2.8), 就 可 得 到 式 (9.2.6). 
定义 算 子 
Ti: LO (Qr) — BMO(QT), f — DD;wu, 
其 中 1 < í < n, uem (9.2.1), (9.2.2) 的 弱 解 , 估计 式 (9.2.6) 表明 : T; (1 <í<n) 
为 Te(ezr) 到 BMO(Qr) 的 有 界线 性 算 子 . . 
定理 9.221 Ü p22,u€ WHT WE (Qr) 在 QT 内 几乎 处 处 满足 热 方 
程 (9.2.1). A] 
2 Du 
lpsleeo+| 到 | S Ctl 
Lr?(QT) 


其 中 C tk fü n, p, 了 和 Qa 的 边 长 . 

证 明 H L? EHA T, (1 < í< n) Lr) 到 I2(Q@r) 的 有 界线 性 算 子 ， 又 
五 也 是 EtQzr) 到 BMO(Q+) 的 有 界线 性 算 子 . 利用 Stampacchia 内 插 定 理 就 知 
到 为 Lp (Q>) 到 LOr) 的 有 界线 性 算 子 ， 央 此 


lD utro) < CIl ilero) 


利用 方程 = = Au 十 上 又 可 得 到 
< 下 | ko 


L: 
ôt leror) 
注 9.2.1 在 定理 9.2.1 的 条 件 下 ， 利 用 Sobolev 空间 的 内 播 不 第 式 ， 进 而 可 


lelweg < CM leer + lelero} 
注 9.2.2 ZÆ 921 Hi cp? 的 情形 包 是 对 的 ， 证 明 可 上 参看 文献 
ARTË. 
# 9.2.3 X # 921 的 结论 可 推广 到 关于 空间 变量 的 二 阶 导数 项 条 数 矩阵 为 
常 正 定 矩 降 而 无 低 阶 项 的 扫 物 型 方程 ; 这 是 因为 据 以 证 明知 计 式 (9.2.3) 的 Schauder 
内 估计 对 这 种 方程 也 成 立 ， 而 证 明 估计 式 (9.2.6) 所 作 的 延 拓 也 同样 适合 于 这 种 方 
程 ， 
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9.2.2 一 般 线 性 抛物 型 方程 解 的 L? 估 计 
现在 转 到 一 般 的 线性 抛物 型 方程 


= ~ Gi (z. t)D;,u + bi(z, D) D;u + clx. tju = f{z,t), (z,t) € Q+. (9.2.9) 


其 中 Q+ = Q x (0, T), Q C R BERK, ay = as, 且 存在 常数 入 > 0. M > 0 
使 得 


anla, D)6 6; 2 AEP, vE € R", (2,t) € Q>, (9.2.10) 
Y laziz<(ter) 十 > 人 =ter + leler) < M. (9.2.11) 
ij=1 i=1 


类 似 于 椭 贺 方程 的 情形 ， 可 得 一 般 的 线性 挑 物 型 方程 解 的 L? 估计 . 

定理 9.2.2 4 O c€ C, p > 2, 方程 (9.2.9) 的 系数 满足 式 (9.2.10) HA 
(9.2.11). 且 aj; € C(Q+). 如 果 u € WD (Q+) WLHQr) 在 Qr 内 几乎 处 处 满足 方 
42 (9.2.9). HI) 

lullwanor) < C (Iflerg + lellere) - 
其 中 C Stk 3 n.p. à, M, T, Q 以 及 a 的 连续 模 . 

$09.24 。 定理 9.2.2 的 结论 对 1<p<2 的 情形 也 成 羡 ， ATAA xà [7] 
的 第 7 f. 

注 9.2.5 Mag 121 估计 的 建立 ， 本 质地 依 可 于 ai E CQ) 的 条 件 ， 这 一 
和 相 在 应 用 时 必须 待 别 小 心 ， 

MEZEY (9.2.9) 的 第 一 初 边 值 问 题 ， 初 边 值 笨 件 为 

u a, Q: = p, (9.2.12) 
其 中 ye WZ (Q). 

EM 9.2.1 Aku € W21(Q@r) 是 方程 (9.2.9) 的 强 解 ， 如 果 u 在 Qr 内 几 
平 处 处 满足 方程 (9.2.9); RER wu — e eW b1(Q>), 则 称 u = $ — in id Ë j 28 
19.2.9). (9.2.12) 的 强 解 . 

由 定理 9.2.2{ 注 意 注 9.2.4) 和 定义 9.2.1 不 难得 到 

定理 9.2.3 Q e 02,p > 1, 方程 {9.2.9) 的 系数 满足 式 (9.2.10) 和 式 
(9.2.11), H ai € C(Q r). R u € Wl (Qr) 是 第 一 初 边 值 问题 (9.2.9), (9.2.12) 的 
强 解 ， 则 


lellwaatop < C (lfleren +llelwsston+lalznon)， 


其 中 C Rk 3 n, p, X M, T', 以 及 oj 的 连续 模 . 


214 第 9 章 ”线性 方程 解 的 LP 估计 和 强 解 的 存在 性 理论 


9.2.3 ”线性 抛物 方程 强 解 的 存在 惟一 性 


为 证 强 解 的 存在 惟一 性 , 除了 由 定理 9.2.2 给 出 的 LP iiit, 还 要 证 明 解 本 身 的 
Lp 模 估计 . 对 一 般 方程 , 和 椭 辆 情形 一 样 , 解 本 身 的 I? 模 估计 可 利用 Aleksandrov 
极 值 原理 (可 参看 文献 [7])) 得 到 ， 对 于 较 特 殊 的 方程 ， 例 如 方程 


2: Au + cl, tju = flet), (rt) € Qr, (9.2.13) 


则 可 用 类 似 于 建立 L 模 居 计 的 方法 得 到 ( 见 下 面 的 定理 9.2-4). 但 需要 指出 的 是 ， 
这 一 方法 同 祥 只 能 推广 到 具 散 诬 结 构 的 方程 ， 而 对 方程 (9.2.9) 并 不 适用 .另外 ， 
用 这 种 方法 也 只 能 得 到 p > 2 时 的 佑 计 . 

EI 9.2.4 设 8N € C2=, p > 2, c € L”(Qr) 则 对 任意 的 f e IP(Qr), 方 
£ (9.2.13) 都 存在 惟一 的 强 解 u e 21(Gzrjn WS (Q). 

证 明 设 weW21(Qz)n WE (Qr) 是 方程 (9.2.13) 的 强 解 . O w = etu. 则 
w € W21(Qz)n W51 (Qr), ERE 
E — Aw + (M + ew 
=e Mt (# — Au + cu) 
=e Miy, ae. FQr, 


而 M + c 2 0, 因此 我 们 不 妨 假 设 在 方程 (9.2.13) rH e> 0. . 
首先 建立 方程 (9.2.13) 强 解 的 Lp 模 的 先 验 估计 .假设 e W QT)N Wi (Qr) 
是 方程 (9.2.13) 的 强 解 . 在 方程 (9.2.13) 的 两 端 同 乘 以 ja- u, 然后 在 r 上 积分 ， 


得 
f f juj? -2u 2" ayda — Í Í ju jP 2 Audzdt 
QT ðt Qr 


+ f f olulrdrat = Jf flu? -?udzdt. 
QT Qr 


经 分 部 积分 ， 进 而 有 
1 Alul? 4(p—1) /Jal 2 
sJ +t Jf YaP aaPaad 


+ ff culrazdt = Í Í fla 22 dzdt. 
- Qr Qr 


利用 Poincaré 不 等 式 ， Hölder 不 等 式 和 带 e 的 Young 不 等 式 ， 可 得 


= J iel P|, | 6152 1) JL, pdzat+ ff c|u|Pdzdt 
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<f Í flulr -1drdt < [flies lelo 
+ 


< f Í an 二 ee f Í _ Pasa, 


其 中 上 > 0 Poincaré 不 等 式 中 的 常数 ，e > 0 为 任意 常数 . 注意 到 ve 二 ?4Qr) 


和 ce > 0 我 们 有 J f Pd < O f Í dat 


其 中 心 仅 依赖 于 & 和 p. 结合 定理 9.2.2, 得 


[ullywaicory < Ol fscern, {9.2.14) 


其 中 局 仅 依赖 于 n, p, p, T AO. 
由 式 (9.2.14) 我 们 立即 可 以 得 到 强 解 的 惟一 性 . 事实 上 , 假设 ,wa € WE (Qr) 
n W51(Qr) 是 方程 (9.2.13) 的 两 个 强 解 $ v = uun, N v e WAHO W11(Qr) 
是 齐 次 方程 
a — Av+clztjv =0, (z,t)EQr 


的 强 解 .根据 估计 式 (9.2.14), 我 们 有 


|jply2 rq.) < 0. 


JA ç = 0 ae. T Q+, HË u = uo ae. + Q=. 
下 面 证 明 强 解 的 存在 性 、 设 ck, fr € C%e/2(Q,,.), cp 2 0, B. cx fE L°° (Q>) 中 
Bd * RAF c fx 在 LP(QT) FRAT y. 考虑 逼近 问题 


ĝ 
= 一 Auk + ck (z, tjik 一 fx (=, t). (z, t) € QT, 


根据 定理 8.3.7, 上 述 问题 存在 解 ux € 0% (Or), 更 有 u 8 W21(Qr)n W1-1(Q-). 
由 估计 式 (9.2.14), 我 们 有 


ell vwarcory < C| fkl|zocQ;)- 


这 说 明 {we} 在 W2-1 (Q+) 中 一 致 有 界 . 由 W21(Qr) 和 WLO) rH P 303 
tE, (ux) 存在 子 列 在 W231(Qz) 和 W1:1(Q+) PRERA, RRES u HU 
u € W214(QnN WLI (Qr), 且 几 乎 处 处 满足 方程 (9.2.13). 

注 9.2.6 5#DBM3 T F]65 2: Zm 9.2.4 中 没有 c 320 的 限制 ， 


216 第 9 章 ”线性 方程 解 的 L? 估计 和 强 解 的 存在 性 理论 


注 9.2.7 定理 9.2.4 的 结论 对 1 < p<2 的 情形 也 是 对 的 此外， OQ 具有 
C2 光 洲 性 即 可 . 

对 于 一 般 的 线性 抛物 型 方程 (9.2.9). 我 们 有 如 下 的 定理 ， 证 明 可 和 参看 文献 [7] 
的 第 TH. 

定理 9.2.5 i 60 E C2, p > 1, 方程 (9.2.9) 的 系 教 满足 式 (9.2.10) WA 
(9.2.11), R a; € C(Qr). 则 对 任意 的 f € LP(Qr), 第 一 初 边 值 问题 (9.2.9), (9.2.12) 
都 存在 惟一 的 强 解 u € WOT). 


第 10 章 “不 动 点 方法 


不 动 点 方法 在 偏 微分 方程 特别 是非 线性 偏 微分 方程 解 的 存在 性 研究 中 有 着 重 
要 的 应 用 本 章 我 们 以 拟 线 性 椭 贺 方程 为 例 介绍 这 一 方法 ， 


810.1 解 拟 线 性 方程 的 不 动 点 框架 
来 节 简 要 地 介绍 解 拟 线性 方程 的 不 动 点 方法 的 基本 杠 染 . 
10.1.1 Leray-Schauder 不 动 点 定理 


Leray-Schauder FAA it U 2) Banach 空间 ，T(w.o) 为 Ux {10.1 
到 U 的 映射 ， 满足 下 列 条 件 ; 

(i) T' 为 紧 映 射 

(ñ) T(u,0) = 0. Va € U ; 

Gi 存在 常数 M > 0, 使 得 对 任意 的 4 EDU, 如 果 避 二 全 (4.0) AA c € [0.1] 
RÈ, WA julo sM. 

PATRI LERA S, Bf uc U, 使 得 = T(u,1). 


10.1.2 HERAA EN S trik: 
HS z PEHRSDI PR Dirichlet 问题 
-divatr. x, Vu) + bir. u. Vu) = 0, ren, {10.1.1) 


ul =y. (10.1.2) 


其 中 G = |01,09,. , tne), QcCR" 是 一 有 界 区 域 . 假定 al, zy) biz, 2,7) 满足 如 
下 结构 条 件 : 


B66 2AP, v€ € R" (10.1.3) 
la (z. z.0)| < g(z). (10.1.4) 
Da; 
| < nllzl), 10.1.5 
二 + laal < aD + ln), (10.1.6) 


k i ~ 
Š= + |b| < pilD + h2), (10.1.7) 
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—b(z, zn)sgnz < A{ln| + h(z)), (10.1.8) - 
其 中 ij = 14,2, ,n, A,A > 0, g€ La(Q)(q > n), he Le (Q), g, = — p(s) 是 


(0, +00) 上 的 单调 递增 函数 . 
满足 上 述 结构 性 条 件 (10.1.3)~(10.1.8) 的 方程 的 一 个 典型 情形 为 


—div(a(u)Vu) + blu) = f(z), {10.1.9} 


其 中 a(u) = (u? +1)", m > 0, b(u) = lutu, y 2 1, f 8 C). 我 们 常常 只 考 
Jë FA 8 28 k 


= 0 10.1.10 
"|. (10.1.10) 


的 Dirichlet 和 何 题 ， 

定理 10.1.1 #0<a<1l, AEC, ag Cie, be Ce, g e O2e(0). 又 设 
方程 (10.1.1) 满足 结构 性 条 件 【10.1.3) ~ (10.1.8). 则 

(i) #&6 8 0 < B < 1 #fz k 348 n, 为 A, lgireos Ihle ele) |o|ə,a;Q, 
lala ble A 0 的 常数 M > 0, 使 得 对 问题 (10.1.1), (10.1.2) 的 任何 解 u € C eR), 
都 有 

luli ga < M; 

(ü) 问题 (10.1.1), (10.1.2) HAM u c C2%= (O). 

证 明 我 们 不 打算 对 这 样 一 个 一 般 性 的 定理 进行 证 明 . 为 简单 计 ， 我 们 只 考虑 
M (10.1.9), (10.1.10). 在 以 后 的 几 节 中 ， 我 们 将 证 明 结论 G). 这 里 我 们 只 是 在 假 
设 结论 Gi) 成 立 的 前 提 下 来 证 明 结 论 (u). 

选取 U = C1-=(0), 对 任意 的 we U, 0 < = < 1, 考虑 问题 

— cdiv(a(ə)Vu) — (1 — o)Au + eblu) = o fiz), (10.1.11) 


=0. 10.1.12 
Hlan (10.1.12) 


由 线性 方程 的 Schauder 理论 ， 上 述 问题 存在 惟一 解 su c C2e (0). 定义 算 子 
T:U x [0,1] =U, 
(v, o) =u. 
下 面 看 一 下 映射 T Fr Buta pa: 


1) 由 于 C2e(() sJ SR AJ crea), 故 工 为 紧 映 射 . 
2) 34 o = OB, 问题 (10.1.11), (10.1.12) 就 是 Laplace 方程 的 齐 次 Dirichlet fal 


题 
—Au=0 ze, 
"| = 0, 
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CHAIR. Ak 
Tiv, 0) =0, WweU. 


3) 对 于 所 有 可 能 的 不 动 点 由 即 对 某 个 o € [0,1] 满足 


| —cdiv(a(u)Vu) — (1 — o)Au +ab(u) = c f(z), = € Q, 


BJ u € ,由 于 方程 的 结构 性 条 件 并 没有 改变 ， 按 结论 G), 存在 0 < Bp < 1 以 及 与 
u 和 z 无 关 的 常数 M > 0, 使 得 


lujan < M. (10.1.13) 
将 满足 的 方程 写成 非 散 度 型 
—(ca[u) + 1 — oAv = o(a (vu — blu) + f(z)). (10.1.14) 


由 于 有 估计 式 (10.1.13), 方程 (10.1.14) 的 系数 属于 C). 故 按 Schauder 理论 ， 
我 们 有 ue C2e6(0), 且 存 在 与 4 和 o 无 关 的 常数 O > 使 得 


hls,ap;n < C, 


RASE 


luli = luli en <M. 


HLE, Wit T(u o) 满足 Leray-Schauder PAA E #BBJ ET 38 A, WFE 
u € U, 使 得 T(w,1) =u. HARF T HETA uec). 


10.1.3 ”所 线性 抛物 方程 的 可 解 性 
下 面 考 不 拟 线性 抛物 方程 的 第 一 初 边 值 问 是 


学 diva(z, t, Vu) + h(z, t, u, Vu) = 0, (z, t) E Qr, (10.1.15) 
= @, .1.1 
us 0. Y (10.1.16) 


其 中 a= (m, 02t ,Qn), QCR EARKI, T > 0, Qr = Q x (0,7). 假定 
a(z, t, z,n), blz, tzm 满足 如 下 结构 条 件 : 


XD < Seg <A(lDIEP, ve e Rn, (10.1.17) 


—zb(a, t, z, 0) < bilzl? + bz, (10.1.18) 
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dai 


Jg | t leal < lNO + fh), (10.1.19) 
SE + Jal < ale + a), (10.1.20) 


HER ij = 1,2, ,nn, Ma), Als) 是 [0, 十 0o0) LEAMS, bi,42 是 正常 数 ， ula) 
是 |Ü, +00) 上 的 单调 递增 丙 数 . 
没 alu), biu) 为 方程 (10.1.9) FHAR, Jit) elat) E Cr). 
则 方程 
= — div(a[u) Vu) + b(u) + clx, tju = f(z,t) 


满足 结构 条 件 (10.1.17)-.(10.1.20). 
定理 10.1.2 O <o < 1,90 ECA, a e Cha b 8 C1, g € G2+e1+e/2( Q.) 
且 满 足 一 附 相 容 性 条 件 


2e — diva{z, tp, Vø) + bz, t.p, Vo) = 0, 当 zr ENt=0. 


又 设 方程 【10.1.15) 满足 结构 性 条 件 【10.1.17) ~ (10.1.20). Af 

G) # #&% £ O< 8 < 186 ffk 3 n, bi, ba, Als), A(S), uls}. le|2ra +a /2;Qa s 
laja, 9a T Z 9 HRK M > Q, 使 对 问题 (10.1.15),(10.1.16) h tE u € 
C2+=1+e/2/(O L), 都 有 


lulag/zar EM, |Vulasmo, < M: 


(ü) 问题 (10.1.15), (10.1.16) 存在 解 u e C2+e1+e/2 (Q>), 
证 明 结论 G) AERAR, 我 们 不 准备 给 出 它 的 证 明 . 在 结论 (u) 成 立 的 
前 提 下 ， 结 论 (ñ) 的 证 明 与 椭圆 情形 是 完全 类 似 和 的 ， 只 是 在 这 里 空 闻 U 应 选取 为 


U = uyu, Vu E CO)}. 


我 们 略 去 证 衣 的 幼 节 . 
10.1.4” 先 验 估 计 的 步 又 


前面 所 述 存在 性 定理 的 证 明 表 明 ， 为 了 研究 拟 线性 方程 解 的 存在 性 ， 只 须 对 
Com 解 做 先 验 佑 计 . 本 章 的 以 后 部 分 将 主要 讨论 拟 线性 杠 帮 型 方程 解 的 先 验 估 
证 问题 ， 这 里 及 以 后 我 们 所 提 到 的 解 者 是 指 C2= (Q) 古典 解 . 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 
将 只 对 方程 (10.1.9) 进行 讨论 ， 并 且 不 妨 假设 o = 0. RNET m > 2; n = 1 ph 
有 些 讨 论 需 要 稍 加 变通 ， 但 总 的 说 ， 比 n 之 2 的 情形 惕 简单 . 

先 验 估计 可 分 为 以 下 六 个 步 又 : 
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1) 最 大 模 估计 lelro < M. 主要 方法 有 ， 运 用 极 值 原理 ， Moser 近代 或 
De Giorgi Z84É, 

2) Hölder 估计 [u], < M. 主要 方法 有 : 运用 Harnack 不 等 式 或 Morrey 定理 ; 

3) 梯度 的 边界 估计 sup [Vu < M. 主要 方法 是 疗 画 数 技术 ， 


4) 梯度 的 全 局 估计 sup [Vul < M. 主要 方法 是 Bernstein 方法 ; 


5) 切 商 导数 的 Hilder 估计 .主要 方法 是 运用 Harnack 不 等 式 ; 
6) 法 向 导数 的 Hilder 估计 ， 主 要 方法 是 运用 Morrey 定理 ， 
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做 最 大 横 估 计 的 方法 不 止 一 种 ， 这 里 我 们 采用 De Giorgi 迭代 技术 . 
定理 10.2.1 i uech) 为 问题 (10.1.9),{10.1.10) 66 82, mi 


sup fu] < 加 Aceoy， 


其 中 C 依赖 子 n, m, y te Q. 
证 明 ”我 们 只 证 明 
supu < Cille, 


对 于 infu 的 估计 ， 可 用 -u 代替 u 来 讨论 . 
采用 De Giorgi 技巧 XIF k 2 0, ç = (u — k), , A(k) = (z € Q;u(z) > k). 
在 方程 (10.1.9) BJ BQ B13el p, 然后 在 LRA, 
一 f ediv(a(u)Vu)dzr + f pblujdr = / ge dr. 
n Q n 
注意 到 (w 一 及 +| a = 0 经 分 部 积分 ， 就 有 


haolvetar + { votwar = f pjan. 


于 是 
J awas < f pfaz < |lel|xe CAG ` IF ilea 
其 中 
o0, n= 1,2, 
:| r ~+ 工 -1 
x zn > 2 p q 
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再 利用 嵌入 定理 ， 得 
lelia < C Í IVel2dz < C||/|z<cae - Nolescac), 


Bi! 
lle||z=caty < Cf leany < Cf leem AY. 


因此 对 任意 的 > k, 有 
(h — KAWIE < pliircacey < CI f||z= : |A(g)|U8, 


即 
LN < Se) |A(k)|#/. 


类 似 于 线性 方程 的 情形 ， 由 网 代 引 理 ( 引 理 4.1.1) 便 可 得 到 


supu < Ci lles- 


810.3 Hölder 内 估计 


本 节 我 们 利用 Harnack 不 等 式 来 做 解 的 Halder 内 估计 . 由 于 证 明 比 较 复 杂 ， 
我 们 将 其 分 为 以 下 几 个 步骤 来 进行 ， 

1 supu 的 估计 ; 

2 inf u biit (SB Harnack 不 等 式 }; 

3) Harnack 不 等 式 ; 

4) luja 的 估计 ， 

下 面 的 定理 10.3.1~10.3.4 分 别 实现 了 以 上 括 个 步骤 . 

定理 10.3.1 4 u € C2a( 万 BR) 是 方程 (10.1.9) 在 BR 上 的 非 负 解 ， 而 = 
R| Fr<rsa)y ü = ut Fo. 划 对 任意 的 p>>0,0<08<1, 有 


1 1/p 
sup š < C (高 aras) ; 
Bor |Erl Ba 


prae 


其 中 局 仅 依 赖 于 nm y (A-0 F elre. 
证 明 不 妨 设 R= 1. 先 考 虎 p > 2 的 情形 ， 设 C(x) 为 B, 上 的 切断 函数 ， 在 
方程 (10.1.9) HAWAR ar, 然后 在 B, 上 积分 ， 经 分 部 积分 ， 我 们 有 


{av vi dot f bades f fads. 
B, Bı Bi 
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注意 到 alu) blu) 的 结构 ， 由 w 的 有 界 性 和 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 
wp- f GinalvuPas 
B: 
£- 2f Ca(u)ap -l Vu- Vedr 
Bı 
一 f blu ar ldr + f JC 1dr 
B, Bı 
<e f | CP Tu| de + < 人 l (Vi adr 
1 _ 1 _ D 
其 中 E > 0 为 任意 常数 .因此 
Í ir Vul dr <C f (VEP adr + C f ùP dr 
Bı Bı Bı 
+C f |F arder. (10.3.1) 
B. 
注意 到 ë 2 Fo = |fe) 包含 
f passa f Pas, 
Bi Bi 
由 式 (10.3.1) 便 得 
f ¿2qP-2|Vu|2dz < CU + sup |VC|2) f ù”dz, 
Hı Bı Bı 


从 而 
j Jv dr < C(1+ sup Iva f adz. 
Bı Bı Bı 
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1/q 
( 49 < C(1 + sup |V€|2) j ü”dzr, 
Bı Bı Bı 


十 co， n= 1,2, 
legs 


n 
na n>2, 


再 利用 标准 的 Moser 选 代 技 术 ， 就 可 以 得 到 p > 2 时 的 结论 . 对 0 < p < 2 的 情 
形 ， 类 似 于 Laplace 方程 解 的 Harnack 不 等 式 的 相应 结论 {定理 5.1.3) 的 证 明 ， 利 
H p = 2 时 的 结论 就 可 得 到 要 证 明 的 结论 . 


其 中 
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定理 10.3.2 B u € C2e(Ba) 是 方程 (10.1.9) 在 BR 上 的 非 负 解 ， 瑟 = 
R2|| revaay ü = w+ Fo. 则 存在 po > 0, 使 捍 对 任意 的 D<9<1 有 


1 l/po 
inf z > C (高 ¿az ; 
Bon iBal Br 


K C KT n, m,y. (1 — 0)" 和 ulte. 
证 明 不 妨 设 Fo > 0, 否则 以 Fe +£ 3 Fo Xit R = 1, ç 是 B, 上 的 切断 一 
数 ， 在 方程 (10.1.9) 的 两 端 同 乘 以 6228-+D, 类 伏 于 上 界 估计 ， 可 得 


supü ? < C a Pdr. 
Bo Bı 


于 是 


因此 ， 为 了 证 明定 理 的 结论 ， 只 须 证 明 对 某 个 po > 0, 有 


ervldr <C, u= nëü- lt Í maa, 
M < w Ë || L. 
其 证 明 完全 类 似 于 线性 方程 的 情形 . 

H EJE 10.3.1 和 定理 10.3.2 可 得 

定理 10.3.3 it u € C2e(Bpa) 是 方程 (10.1.9) 在 BR 上 的 非 负 解 ， 所 = 
R2||f||z=¿pa): ü = u + Fp. 则 对 任意 的 0<80< 1, 有 

mp6 < C pia, 

其 中 C fk 38 + Tš, Tb, Y; (1 - 0 和 zsay: 

类 似 于 线性 方程 的 情形 ， 由 Harnack 不 等 式 可 以 推出 Hölder 模 估 计 . 

定理 10.3.4 Hucl 是 方程 (10.1.9) £. Q 上 的 解 , 则 丰 在 0< 有 < 1, 
EEEH /CC 0, 有 

[u]a; 2: < C, 


其 中 C RRHRT nm, g, A 和 ulee. 
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81044 Poisson 方程 解 的 近 边 Holder 估计 与 梯度 估计 


对 于 拟 线性 方程 而 言 , 做 解 的 近 边 估计 往往 其 比较 细致 而 复杂 的 . 我 们 在 这 一 
节 里 对 简单 的 Poisson 方程 阐述 这 种 估计 的 要 点 , 而 将 一 般 情形 的 讨论 放 在 下 一 节 
进行 

定理 10.4.1 49C 是 一 具有 一 致 外 球 性 质 的 有 界 区 域 ，zE C2=e (Q) 满 
A 一 Au 一 了 了 于 中 ， ua = 0 则 


sup|Vu| < Cl|flom, 
[249] 
AP C RRAT n, diam t Q akte, 


证 明 AIHER z < 60, AAEE k Ba 3 ut (z), E wta’) = 0, R. 
在 2 的 某 个 邻 域 与 8 的 交集 DD 上 有 


Ww (z) < u(z) £ ot (z). (10.4.1) 


假如 这 样 的 函数 w(x) FE, R 
u G) = w- (50) _ ufa) ula?) 地 人 — wta) 
|z — z9| ` fæ- ` |z — z9| ' 
S z WEA z 处 的 法 线 趋 于 x, 便 得 


Duo 一 


ón 


Vz € D. 


其 中 ”是 28 的 单位 内 法 向 量 ， 候 如 wz=(z) 能 使 
Bwt 


gw 
—Clflon < l. ' n. P < Ciflo;o, (10.4.3) 


; (10.4.2) 


xl 


其 中 常数 C 与 z9 无 关 ， 则 由 式 (10.42) 便 有 


< C|\f ion 


四 
Dn || 
从 而 由 于 4 a7? AST w 的 所 有 切 向 导数 为 零 ， 我 们 得 到 


[Vul] < Clfloo- 


根据 极 值 原 理 ， 为 使 式 (10.4.1) 成 立 ， 只 须 


一 At < -Au < -Awt, FDM, (10.4.4) 
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(10.4.5) 


我 们 将 在 形 如 | i 
wt (z) =Á (= 一 yt 一 =) 
的 函数 中 来 探求 符合 上 述 各 项 要 求 的 函数 ， 这 里 3 为 20 点 处 的 外 球 的 球 它 ， rA 


外 球 的 半径 ， 常 数 4 > 0 待定 . 
对 任何 A > 0, 都 有 


hop- ~、 A(n= 1) 
n 一 n — 
-Aut = Eg 2 G T dan 
故 只 人 须 选 A, 使 得 


Ajn —1) 
GT diamin > fom 


即 f . 
A > 人 +diamoj | Floa， 
n — 1 
就 有 
-Awt > |flon 2 f =—Au, FO A. 
于 是 我 们 取 
(r + diam)" +! 
A=— 一 一 一 
nl 
对 于 这 样 选取 的 A, 我 们 还 有 
wt 
Ön |... 


这 表明 w+(z) 还 满足 (10.4.3). 
同 理 ， 如 取 i ， 
“0 A(R) 
其 中 A 为 式 (10.4.6) 中 的 数 ， 则 w-(z) 满足 式 (10.4.4), 式 (10.4.5) 和 式 (10.4.3), 
这 里 DRAN. 
注 10.4.1 “上 丸 方 法 可 以 用 来 做 近 边 的 Hilder 估计 ， 事 实 上 


ta) — u(z9)| < he (z) 一 于 (< pole 一 


lflom- (10.4.6) 


Aln—1) _ (r + diam)%+1 
w 


|F las 


由 此 可 得 
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810.5 Ei H6lder 合计 与 梯度 估计 
前 一 节 我 们 利用 病 落 数 技 术 对 特殊 形式 的 方程 , 即 Poison 方程 建立 了 解 的 近 
边 估计 ， 这 一 重要 技术 同样 适用 于 具 非 散 度 结构 的 拟 线 性 方程 . 
下 面 考虑 问题 (10.1.9), (10.1.2) 的 解 的 近 边 估计 .上 先 建立 近 边 的 Holder ifi 
计 . 
定理 10.51 Ü Q cC Rn 是 一 具有 一 致 外 球 性 质 的 有 界 区 域 ，u 8 C2=(Q) 
为 问题 (10.1.9), (10.1.2) HA. WAE rcal 和 wr € Q, A 


lu(z — u(z9)]| < Cle? — ze /et (oson + 1), 


其 中 C fa fk $ + n, m, y, [f loa, lula, e, diam 以 及 N 66 spa at p. 
证 明 显然 可 以 和 将 结论 分 解 为 两 个 不 等 式 . 这 里 我 们 只 证 明 


ula’) aa) < Clal — slo /etd julmaa + 1), (10.5.1) 


另 一 个 不 等 式 同 理 可 证 ， 此外， 我 们 不 妨 做 以 下 假设 : 
1) 不 妨 设 
jæ! — q?! = dist(z!, 8005. 
否则 ， 可 以 选 一 个 点 z? ean, 使 得 |z1 — z?) = dist(z1, 9Q). 这 时 


|z! — z2| < |z! — z9|, 


jz? — zo| < |z2 — z!| + |z" _ z9| < 2jz1 — 20|. 
若 已 证 明 
| u(z!) ~ u(x?) < Ole? ~ PIN lujan + 1), 
则 
u(x!) — ulz?) =u(z1) — u(z2) + u(z2) — ulz’) 
<C|z! 一 r Ot |] ən +1) 
+ Cla? ~ z9|#[au];;Ən 
SOE — zo /et uaaa + 1). 
2) 不 妨 设 lz 一 zol < p. 因为 式 (10.5.1) 中 的 常数 C 可 以 依赖 于 p, 当 |a —z9| > 
时 ， 要 证 明 的 结论 可 由 julon < C 直接 得 到 . 
证 明 前 基本 思路 与 810.4 类 似 ， 是 要 在 x? 的 某 邻 域 与 如 的 交集 D 上 去 构造 


iR wr), 使 得 
ulz) < (z), FDA. (10.5.2) 
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而 根据 极 值 原 理 ， 为 使 式 (10.5.2) 成 立 ， 只 须 构 造 一 个 适当 的 二 阶 椭 阅 算 子 L, 使 
得 


Lu < Lu, 于 万 内 , (10.5.3) 
up < wl (10.5.4) 

我 们 希望 在 形 如 
wlz) = {læ — y|- r) (10.5.5) 


HERP RERA AERAR, 这 里 7 e (0, o] 为 待定 常数 ，y 为 点 z9 处 以 7 为 
半径 的 外 球 的 球 心 ， 儿 为 待定 函数 , 同时 , 我 们 考虑 点 £ 的 形 如 {x E R"; |z —y| < 
r+ ó) 的 邻 域 ， 其 中 5 > 0 为 待定 常数 . 于 是 


D = {x E R”; |z- yle r+ óY Q. 


下 面 分 几 步 来 完成 式 (10.5.1) 的 证 明 . 
第 一 步 袍 造 算 子 上 . 
将 方程 (10.1.9) 改写 成 


—a(u)Au — oa (uvVul? + b(z,u) = 0, 


其 中 b(a, u) = blu) — f(z). 按 假设 ，w € C2=(Q) 为 问题 (10.1.9), (10.1.2) 的 解 . 注 
意 到 |ujo.n < C, 就 知 存在 仅 依赖 于 m, y, |flo;o 和 luno 的 常数 ao. > 0, 使 得 


1 < a(z) < no, (10.5.6) 
—a(z)Au < n (IVu|? +1), (10.5.7) 
其 中 a(z) = a(u(z)). 
定义 
Le=—a(z)Av — pm ([Vu|?2 + 1), 
则 由 式 (10.5.7) 知 
Lu <0, TD 内 . (10.5.8) 
B ERR y. 
直接 计算 可 得 
Ow Ei 
ET 
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Au =“ + W, 
i =y 
[Vo =)? 
于 是 
u 2 

Lw 一 一 afzjd — a(z) jea =- pil) + 11. 

若 要 求 
0 >0 39 < 0, (10.5.9) 

则 注意 到 式 (10.5.6) 就 有 


Lw > — y" — -Dm zy Sp — mip + 


p2 y“ (n — LA 
tr 
其 中 + 待定， 若 再 要 求 


, (n — l)uo 
让 > kasi +1 (10.5.10) 
则 ñ 
Lu > —(4#')2 (Sa + 2m) . 

为 使 w 满足 式 (10.5.3), 由 于 有 式 (10.5.8), 只 须 Lw 2 0. 而 为 使 Lu > 0, 又 只 须要 
求 中 还 满足 

Y” + 21Ə (W)? < 0. (10.5.11) 
总 之 ,为 使 Lu 2 0 T DOA, Ë DHERA, 只 须 选 取 wid), 使 得 当 了 < 5 hf. 
(d) 满足 式 (10.5.9), 式 (10.5.10} 和 式 (10.5.11). 

不 难 验 知 ， 对 任何 上 > 0, 函数 


(d) = — (l + kd) (10.5.12) 
都 满 是 式 (10.5.9) 和 式 (10.5.11). 
下 面 说 明 选 取 适 当 r, 5 #( k, 可 以 使 得 式 (10.5.10) 成 立 ， 由 于 当 d < ó Bf, 
YO) kó 


2u(1 + kd) p68 (14 kó)' 


故 车 kó > 1, 即 
(10.5.13) 
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r t 
W| y 2 ri 若 取 
Afin — Luo + mr)’ 
MÜ E (10.5.10). 总 之 , ROKE r E (0, 2), 5 满足 式 (10.5.14), k WEA (10.5.13), 
Mh (10.5.12 给 出 的 函数 p, 当 d < 5 时 便 满足 式 (10.5.9), 式 (10.5.10) 和 式 
(10.5.11), 从 而 由 式 (10.5.5) 给 出 的 函数 w 满足 式 (10.5.3). 

第 三 步 ” 构 造 所 需 的 隅 函数 ， 

以 上 构造 的 函数 wa) 满足 式 (10.5.3), 但 不 一 定 满足 式 (10.5.4). 为 了 得 到 同 
时 还 满足 式 (10.5.4) 的 函数 ， 我 们 考虑 


0<á< (10.5.14) 


@[z) = wir) + ult) + (337 u]a; oo, 
其 中 w) 为 前 面 所 构造 的 函数 ， 即 


gml +kd(2)), Ka) =le- yl- r. 


w(x) = y(d{z)) = 
Lu < Lū, FDA. (10.5.15) 
今 
vx) = (z) — u(z) = (z) — (u(z) — u(z9)) + (ar) [u], ən. 
WREEK å < r, 则 


lz -2| < lz -yl + uz |< 3r, Vz e D. 


故 
vlz) > —[u(z) — u(z9)] + (sr 四 cono>0， Ye € Ən np, 


BE ən nD E u(z) > 0. 为 使 vz) 2 0# DNR LRE, HN w apno > 2|ujo;o, 
Bp 1 
(ó) = PPR In(1 + kó) > 2lulo;n, 


或 


kó > ewalulan _ 4. 
因此 ， 当 5 满足 式 (10.5.14) 3838 ó < r), 而 


k > 3 (elven — 1) (10.5.16) 
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时 ， 我 人 ol 20, H 


< ë| . (10.5.17) 


“| 
aD aD 


根据 式 (10.5.15) 和 式 (10.5.17), 我 们 有 
jv = alr Að — Au) — m (|V@|2 -Vul?) 


= —a(z)Ao — A V(G +u): Vo 20, FDA, 


利用 极 值 原理 便 得 


u(z)20, reD, 
即 


ulz) — aufzo) < 元 In(1 十 大 (一 引 一 站 二 (3rjs 四 on， Vze D. (10.5.18) 


第 四 步 ” 建 立 H6ider fit. 

对 任 一 z, € 多 ,前面 我 们 知道 ， 呈 的 选取 依赖 于 ” 和 ó, 在 下 面 的 论述 中 ， 我 
们 还 会 发 现 依赖 于 7, 而 > 又 依赖 于 zl. 因而 D 依赖 于 x1. 但是， 后 面 我 们 会 论 
证 在 条 件 

|z! — z°] < C(p) (10.5.19) 


(Ctp) 为 某 一 仅 依 束 于 p 的 常数 ) 下 ， 有 zi E D. 这 样 ， 我 们 只 须 对 ze 了 的 情形 
证 明 式 (10.5.1). 这 是 因为 ， 如 果 x1 g D, 则 必 有 |z! — z°| > Co) 由 于 式 (10.5.1) 
右 端 的 常数 可 以 依赖 于 o 和 luloco, 故 式 (10.5.1) 自然 成 立 . 

设 zl € D, EA (10.5.18) FO z = z1, 并 注意 到 开始 时 曾 假设 |=! - z9| = 
dist(z1, 8N), 因而 lz! — y| — r = |z! — z9|, 故我 们 有 


u(x!) — u(z9) <= In(1 + kje! ~ 20 + (37)° [ula,an 


< 二 zl — z9| + (3r)elujsan. 


A 
3 kô = etaj|ulon BJ 
k= jes lvlon, (10.5.20) 
则 o 
wu(z1) — a(z9) < Iz! — z9| + (3r)“ u] ən. 
xË 


ó = lir, (10.5.21) 
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则 上 式 变 为 


u(z*) — v(a?) < = — 1°) + (Br) [ul an. 


RE, 若 
r = kaja! — z9|1/(e+1), (10.5.22) 
则 进而 可 得 
ufa!) — wan) < zle! ~ a? AD uleran +1), 
1 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 式 (10.5.1). 


现在 先 取 ka = pa/(e+U, 则 由 式 (10.5.22) 确定 的 + e (0, p), 这 是 因为 我 们 在 证 
明 开始 时 假设 |z! - zo| < z. 


EB ki = la Do nA FT 则 由 式 (10.5.21) 确定 的 5 便 满足 式 (10.5.14). 


最 后 ， 由 式 (10.5.20) 确定 的 常数 显然 同时 满足 式 (10.5.13) 和 式 (10.5.16). 

总 之 ， 内 须 按 上 述 顺 序 和 方式 依次 选取 ka r, ki, ó 和 上, 便 可 得 到 式 (10.5.1). 

下 面 我 们 在 条 件 (10.5.19) F, 验证 zt € D. 由 于 开始 时 我 们 曾 假设 |zt —z9| = 
dist(z1 60), 所 以 我 们 只 须 验证 |z! — z91 < ó. 而 由 7 和 6 的 取 法 可 知 


ó = kır = kıkaļz! 一 Ane 


于 是 ， 当 |z! 一 20| < (ikə)(e+1)/e 时 ， 就 有 |e! — z9| < 6， 在 式 (10.5.19) 中 取 
Co) = (kik) Ote, 则 在 条 件 (10.5.19) 下 就 有 z E D. 这 样 我 们 就 完成 了 式 
(10.5.1) 的 证 明 . 

类 似 地 我 们 也 可 以 建立 近 边 的 梯度 估计 . 

定理 10.5.2 4 Q C Rn 是 一 具有 一 致 外 球 性 质 的 有 界 区 域 ，t € C2,= (0) 为 
问题 (10.1.9), (10.1.10) 458. Al 


a 


其 中 nz 69 的 单位 内 法 向 本 ， CARAT n,m, y, fla RA N kski. 
证 明 由 式 (10.5.18), 我 们 有 


ulg) — ula?) < gi a(l + kle = yl = 7)) + (3r) fulao Yz E D, 
Ti u| -0 RET 四 wen = 0, 故 


u(z) — ulz?) < zel +k(iz— s| r) < Cs -yr Yz €D. 
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同 再 可 得 相反 的 不 等 式 ， 总 之 ， 我 们 有 

ulz) —u(z9)| < ole = ul 
z m |° k= m 
令 z 沿 着 点 rz 处 的 法 线 趋 于 z5, 并 注意 对 这 样 的 > 有 |z — y| — r = jz — °], 即 可 
得 到 定理 的 结论 . 


vr E D. 


一 条 
Ü 
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本 节 我 们 介绍 做 梯度 全 局 估计 和 的 Bernstein 方法 .为 了 更 清晰 的 阐述 这 种 方法 
的 要 点 ， 我 们 先 对 Poisson 方程 进行 讨论 . 

定理 10.6.1 2 Q C R“ 是 一 具有 一 致 外 球 性 质 的 有 办 区 域 ，tU € C2e (0) 238 
足 _Au = 7 + Q, ua =0. 则 


sup |V] < OC(flon + |Vflo;n + lulos), 
其 中 C Rk ü T n # Q Hti. 
证 明 证 明 的 基本 思路 是 对 形 如 
u(z) = |Vul|? +u? 
的 函数 运用 符号 法 则 来 估计 其 最 大 值 ， 这 一 方法 称 为 Bernstein 方法 ， 

EX u cea), 故 存在 中 8 Q, E wla) = max u. 如 果 z e aN, 则 由 于 
已 经 作出 了 边界 梯度 估计 , 故 结论 显然 成 立 . 因此 , 不 妨 设 z e Q. 则 有 Awa?) < 0. 
直接 计算 ， 得 

— åw 
=- A [Yay + 2) 
i=1 


n t 
= 一 2》 Dm D Au —2 Y (Dyu)? — 2uAu — 2|Vul? 


i=1 ij=1 
n n 
=2》 Diu: Dif —2 5 (Dyu) + 2uf — 2|Vu)?. 
i=1 i,j=1 
|Vu(z9)| 


< Dala?) - Dif (a°) + ule) f(e) 


¿=1 
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<jlyu(zo)P+ FIVE) + Eula?) + Ea), 
从 而 
[Vur]? < [Vf(z9) + u? (a?) + f° (89). 
因此 ， 对 任意 的 x & 9, 有 
|Vu(z)|? swr) < wz’) 

=|Vu(z0)2 +u? (x°) 

<|V7(az°) + 2? (2°) + F(z") 

SIV fin + 2luldn + Ili 
由 此 可 得 定理 的 结论 ， 

现在 转 到 问题 (10.1.9), (10.1.10). 


定理 10.6.2 % Q C Rn 是 一 具有 一 致 外 球 性 质 的 有 界 区 域 ，w E C2e A 
问题 (10.1.9), (10.1.10) 的 解 ， 则 


sup|Vu] < C, 
0 


KF C 仅 依 环 于 n, m, y, flon, jula 和 R kR. 
EE 0 上 积分 ， 得 


-plempm Drydr + /em -yo)Duear=o 
总 [+] 
对 上 式 左 端 第 一 项 进行 分 部 积分 ， 进 而 得 
- f Delala) Dru) - Digde + f (bt) — Fa) Drpd = 0, 
o n 
即 对 任意 的 pe CPO) 有 
f alu) Diru D; dz + f fiDipdr = 0, (10.6.1) 
Et] n 
Hp fi = a (u) DruDru— ir (b(u) — f). #t-F CP) E H) 中 稠密 , 故 式 (10.6.1) 
对 任意 的 y c HIO) 也 是 成 立 的 。 由 alu) 和 blu) 的 结构 条 件 ， 的 最 大 模 估 计 


以 及 了 的 有 界 性 ， 可 得 
Ifl < CU + |DuË). 
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£ v = |Du|2. HT u e C2%e (Q), 故 存在 zo 8 Q, 使 得 N = /u(z5) = max|Dul. 


如 果 z e 30, 则 由 于 已 经 作出 了 边界 梯度 估计 ， 故 结论 显然 成 立 ， 因 此 ， 不 妨 设 
z € Q, ERWE N > 1. R= —- BH Brie) 上 的 切断 函数 ， 满 足 


¿e CP(Ba(z20)). 0<¿<1, Ce)=1, |Dç| < = = 2N. 


2 
R 
又 设 0 < o E C$ (Q). EA (10.6.1) 中 取 检 验 函 数 为 62pDxw, HEF k RA, A 
f palu) Dipu: Daudz f P ofiDirudr 
n Q 
+ 人 (jeD + Ds.) (2¿eD, + CDip)dr = 0. 
利用 alu) 的 结构 条 件 并 令 w = C2w, 可 得 
f ¿*e|D?u|?dz 
n 
+ J (P RDuu + 2(a(u)Diu- Dau + f.Dyu)CDQ) pdz 
+ f (Se) pr — Ca(u)u Dc + Qipa) D. edz < 0. 
n 
再 利用 带 z 的 Cauchy 不 等 式 ， 进 而 可 得 
J (alu)Diw — aluj Di + 22 fi Dru) Dipdz 
n 


gC f (CIFP + (DCP - (Dul) pdr, YO < ç E€ CF). 
x 


这 一 不 等 式 说 明 w 是 某 线性 方程 在 Qa = Br) n Q 上 的 弱 下 解 . RIER 
值 原理 (定理 4.12, 虽然 那里 我 们 是 对 Poisson 方程 得 到 的 结论 ， 但 类 似 地 可 以 证 
明 对 一 般 的 具 散 度 结 构 的 椭圆 型 方程 也 有 相同 的 结论 ), 对 pg > n, 有 


supw < sup + C(||f||z=- ea, + lgliz) Nal mV， 
NR Mir 


Rh f = QI + DGP: Duf, pa = P g = (gg 
gi = alu Dc -XW fi Dgu, i=1,2,... ,n. 
因为 


HERS 
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SKEIE + IDE? : |DuË2) ||. an 
SCOIL + [Dul] trian) + MAN Dau?) is. an 
CNN + |Dul2)||zə- (Qa) 

<CN2|Qa|1/P- + CN2||(IDu|2)||,. ar) 


lialle 0.) 
<2||ça(u)eD;ç||zetQa) 十 2162 fi De Lonn) 
SCN I{|Du Eres 二 CGI1Du 站 za 
<CNI||(1 + Du Pleren) 
SON Nri? + CN|K(|Dul2)|z; (n, 


supu ç sup w 
De anprBnfzo) 


+ cf + NIP Du hirta) 


+ NYPNUDu Peran) (10.6.2) 


下 面 我 们 估计 [Dula E £ H Bsn(z9) 相对 于 Br(z9) KAR, EI 


£ € CP (Barlz), 0 < £ < 1, E=1 F Bri), H 


DAES z = ON. 


在 方程 (10.1.9) 的 两 端 同 乘 以 E (ule) —u(z9)), 然后 在 9 上 积分 ， 经 分 部 积分 , 得 


f a(u)e2| Du|2dz +2 J a(u)£(u(z) — u(z9))Du Dédz 
Nar Nar 
_ f alu)? (ulz) — u(z°))Du . nds 

aR 


+ f Olu) — Nula) — u(z9))de = 0, 
Nor 


其 中 m 是 38928 的 单位 外 法 向 量 ， 利 用 带 e 的 Cauchy 不 等 式 ， 并 注意 到 


我 们 有 


lu(z) — u(z9)| < fulan (28), Vz € Qoa, 


[Pulao < Í epupaz 
Narn 
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<C(N2 RH + NPR-1lto + Rate) < CN2 TTS, 


FE 
Dope- n < NPP Dullin < CN Hao, 


I Dul Serr) < NODD Ra < CN?) 
代入 式 (10.6.2), 得 


N2 = wla?) = supu < sup w+C(1 + N2~e/p. 十 AN2 -coyp)， 
Np Briz?) 


再 利用 带 < 的 Young 不 等 式 ， 可 得 


N2< sp wC. 
8G%f1Ba(=") 


从 而 
sup| Duj = N < C. 
Q 
810.7 一 个 线性 方程 解 的 Holder 估计 


为 了 对 方程 (10.1.9) 建立 解 的 梯度 的 Holder 寞 估计 ， 我 们 先 研 究 一 个 特殊 的 
具 散 度 结构 的 线性 方程 解 的 Holder 横 估 计 . 


10.7.1 选 代 引 理 


我 们 先 介绍 一 个 有 用 的 迭代 引 理 . 
5i 10.7.1 it O(P) 是 [0, Ro] 上 的 非 负 单调 不 减 古 数 ， 且 满足 


B(p) < A [人 +=] #(R)+ BR2, vO< p< R< Ro, 


其 中 A. B>0.0<8< oa R| 56 dR k 8 + A, a, 有 的 常数 co > 0 # C > 0, 使 得 
3# 0<=z<=o h, Lé $K £S 2 


so) < |() amta], w<< R< m. 
证 明 由 假设 知 ， 对 任意 的 re (0,1), 有 
@(-R) < AT*(1 + er 2?)@(R) + BR2, VO < R < Ro. 


这 里 ， 我 们 不 妨 假设 4 > 1. 
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先 任 取 实数 v € (8.o), 然后 选取 r, 使 得 247” = +”, 即 取 
T = exp — ) € (0, 1). 


G — u 
最 后 选取 co > 0, 使 得 eor ® < 1, B 
wh) 


0 < zo < ë —& 
os af e — v 


对 于 这 祥 选 定 的 内 和 so, 24 0 < £ < eo Bf, 


HTR) <2Ar>6(R) + BRS 
£r"@(R) + BRŠ, Y0< R < R. 


以 下 的 论证 完全 类 似 于 引 理 6.2.1. 
注 10.7.1 当 =0 时 ， 引 理 10.7.1 就 是 引 理 6.2.1. 


10.7.2 ” Morrey 定理 


在 第 6 章 中 ， 我 们 利用 Campanato 空间 刻画 了 Holder 函数 的 积分 特征 (定理 
6.1.1). 下 面 我 们 介绍 同样 可 以 刻画 Holder 函数 的 积分 特征 的 Morrey 定理 . 

Morrey 定理 p> 1,0 < e <1, 0 c Rn Z —12 AÉ 5 Ah JY- X 3⁄4, 
(比如 BQ € O40). 

(i) £ w € WEP(R”), LIE th z € R” # p > 0, 都 有 


f |[Vu(g)Pdy < Cpn-prea， 
B,(=z) 


RL u e Ce R”); 
(ü) tR u € W1P(0), Eat Eih z € Q £= 0 < p < diam(), 都 有 


k. 


P 


|Vu(g)|Pdy < Co te, 
z) 
其 中 Q,(z) = B,(z)nQ, 8] u E C=(Q). 


证 明 ”上述 两 个 结论 的 证 明 类 似 , RLRE —4-. E$ z e Q, 0 < ç < diamh. 
由 Poincaré 不 等 式 ， 我 们 有 


Í luly) — ua, du < Cg f [Vu(g)|Pdy < Co™tr®, 
(a) Tlr) 


因此 we central). 由 定理 6.1.1 PJ, u £ C= (@. 
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19.7.3 Hölder 估计 


考虑 线性 方程 
—div(a(z)Vu) = divf, xz € R. (10.7.1) 


其 中 acco) f e LOR, R"), H a(z) 2 À > 0. 
定理 10.7.1 it u € Cle(R") 为 方程 (107.1) 66 88. 8 e (0,1). 则 对 任意 
的 有 界 区 域 DR CC Rn, 有 


lujan < C (floas + lulong ) . 


y C fz tk tà + laloRa, À, n, 8 £= Q. 
证 明 对 任意 固定 的 z € R", É Ro > 0, 满足 B.n (29) CC RY. 
先 考虑 方程 
—div(a(z Vu) = divf, ze R". {10.7.2) 


Bu € CoR 为 它 的 弱 解 ,不 妨 设 在 E" 内 w 是 光滑 的 . 将 ú 做 如 下 分 解 ， 
u= u, + ua, 其 中 i 和 wz 分 别 满足 


| —div(a(z9)Vin) =0, z€ Bp, 


u| = u 
DBR ” 


uz =0, 


| —div(a(z9)Vuo) = divf, z e€ Ba. 
Bpr 


这 里 0< R < Ro. 由 线性 方程 的 Schauder 估计 知 ， 对 u 有 


n 
f |Vu dr < C (£) f [Yaal2az，0< p < R < Fo. 
B, R BR 


为 了 估计 ua, 用 uo RLA us 所 满足 的 方程 ， 然 后 在 Ba 上 积分 ， 经 分 部 积分 并 利用 
Hr e 的 Cauchy 不 等 式 ， 得 


a(zŠ) IN |Vusl dr = -f f- Vtuadz 
<$ Í ua +z; f, az 
其 中 < > 0 为 任意 常数 ， 注 意 到 al) > X, 我 们 有 


Í Vud < C f fhdr < CIF Èa R". 
Br Bn t 
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因此 ， 对 任意 的 0<p < R < Ro, A 
f [Vul2de 
Bp 


< f [vulaz +2 f [Vua dz 
B, B, 
<C (£) Í . Vui dz +2 上 I |Vuo|2dz 
<C (£) Í, , |VuËdz + C Í, i |Vuz] dz 
<c (£) Í _ Vua + Olf R" 
<o (P) 上 Vuds + Olf Bas R=. 
MARRI (GE 6.2.1) RA, HEEN 0 < p < R < Ro, 
/ |Vuļ?dz 
B, 
7 一 2 十 2 
<o (£y 7 ( f |Vul?de + CIf Ban nd . 
Ba t 


R 
特别 地 ， 取 R= Ro 进而 推出 ， 对 任意 的 0 < p< Fo, 


f |Vul2dz 
E, 


1 
SCpn +A (Bm 上 |Vu| dr + Ifas) . (10.7.3) 
Ro Ro 


下 面 我 们 估计 f lValidz， 设 & 为 Boa, 上 相对 于 Ba, BIMES, M 
£ € CP (Brr) 满足 
O<z(z2)<1, Ela) =1FBr, [Vz] < 
在 方程 (10.7.2) 的 弱 解 的 定义 中 取 检验 函数 为 u 得 


f a(z))e2vu  Vudz +2 f ala? )£uVu - VEdr 
Bing Biro 


c 
= 


=- f ËF- Vude-2 f tuf - VEdz. 


利用 a(z9) > A MH £ 的 Cauchy 不 等 式 ， 我 们 有 


f [Vu|24z <C [ f Fldz + f was) 
Bra Bing Barg 
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<C (IFs + [ulBns ) : (10.7.4) 
代入 式 (10.7.3) 可 知 


f Dulas < Cp- (ifn + lua) 9 < p< P. 
Bp + 


从 而 利用 Morrey 定理 ， 得 到 
jaam < C (Ifloms + lulo; ). 
对 方程 (10.7.1), 采用 凝固 系数 法 ， 将 它 改 写 为 
—div(a(z9?)Vu) = divg, 


HF g= (a(z)— a(z9))Vu—+ f. 由 前 面 已 经 证 明 的 结论 可 知 , 对 任意 的 0< p < Rg 
Ro, 
人 |Vuļ?dz < € ( 人 人 |Vu|2dz + C 人 上 Pd， 


而 


PP 各 2|(a(z) — a(2°)) Vul? + 2|fË 
<2[olons R2e|Vul|2 + 2|f hon Vz € Bn, 
WOWIEEBJ O < o < R < Ro. A 
h |Vul2dz 
<c ( K / Vuds + oR 人 [Vu dz 
w s 
P n 2 2 2 pn-2+28 
<C (4) + R? | L. |Vu]?dr + CIF Br R , 


$ B(p) = L (Vuds, 则 对 任意 的 0 < p< R < Ro, 


(p) £C (Y + Re] (R) + CIF pua—-2+28 
由 引 理 10.7.1, 只 要 Ro > 0 充分 小 ， 则 对 任意 的 0< o < R < Rx, A 


n—2+28 
vo) < o (E) am + fea]. 
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特别 地 ， 取 R= Ro 进而 推出 ， 对 任意 的 0 < p < Ro, 


f |Vu|2dz 
B, 


n 1 
<Cp wd rT f uaz + Ifa ) (10.7.5) 
Ro Bro 


类 似 于 式 (10.7.4) 的 证 明 ， 可 得 
f (Vul dz < CO (IF + lulaas ) - 
Bao 


代入 式 (10.7.5) 可 知 


L [Vu] de & Cp™-2+28 (Ifa + alias ) ， 0<pg Ro. 


于 是 由 Morrey 引 理 推出 


[ujg;Ba, < C (if loge + lulog ) . 


对 郧 应 用 有 限 开 了 覆盖 定理 即 得 定理 的 结论 . 
类 似 地 ， 还 可 以 建立 近 边 H5lder 估计 ， 于 是 ， 我 们 可 以 得 到 
EI 10.7.2 iue Cho( 区 ?) 为 方程 (10.7.1) 6 8 8, u| =0, 8€ (0, D. 


斯 
jular; < C (if loa + luloms ) ; 


其 中 C 在 依赖 于 |olwaay， À, n 和 8. 


810.8 ”梯度 的 Holder 估计 


在 前 区 节 中 ， 我 们 已 经 得 到 了 Dirichlet 问题 (10.1.9), (10.1.10) 的 解 的 Hilder 
估计 和 梯度 的 最 大 寞 估计 ， 本 节 我 们 进一步 建立 解 的 梯度 的 Hilder 估计 ， 


10.8.1 ”梯度 的 内 部 Hilder 估计 
定理 10.8.1 X u € C2=(Q) 为 方程 (10.1.9) 的 解 ， 则 对 任意 的 Q cc Q, # 


[Drula;O: < C, k= 1,2,: h, 


其 中 C OUR 3WT n, m, y flon, ulan Vuln # v. 
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证 明 i o e C$ (0). 在 方程 (10.1.9) 的 两 端 同 乘 以 Drp (k = 1,2,-… 然 
后 在 LES, B 
- f Diatw Diu) Drvdr + | (u) — fo) pupdr = 0. 
O rt] 
对 上 式 左 端 第 一 项 进行 分 部 积分 ， 进 而 得 
-f Dk(a(u) Diu) Digdz + f (blu) — f(z)) Dxodz = 0, 
[93 Oo 
即 
I! a(u) Diu D iodz + f FiDipdr=0, Yp € C (0), 
n n 
HP fi = a'(u)Dyu Du — óiz(b(u) 一 下. 这 表明 Deu £ O10) 是 方程 
—div(a(z)Vu) = divf(x), z€ Q 


的 弱 解 ， 其 中 alx} = a(u(z)) € Ce (9), f 一 (Fh, fÈ ` Ji) E L™{N). 故 由 前 一 节 : 
关于 线性 方程 解 的 梯度 的 内 部 Halder 估计 ， 就 可 得 到 定理 的 结论 . 
10.8.2 ”梯度 的 近 边 Holder 估计 

定理 10.8.2 设 ƏQ € C2%, ue Ce) 为 问题 (10.1.9), (10.1.10) 的 解 ， 则 对 
任意 的 z0 E 00, 存在 R> 0, 使 得 


[Dxku]a;Qa < C, k= 1,2,- |, 1, 


其 中 Qn = Q n Ba(z9), C RRT n, m, y, Slon. lulan 和 |Vulo;o. 

证 明 我们 分 以 下 四 步 来 证 明 这 个 定理 . 

第 一 步 “” 局 部 拉平 . 

对 固定 的 z° e 89, 由 AN e C2= 可 知 ， 存 在 zo 的 一 个 邻 域 U 和 一 个 C2e 的 
可 道 映射 更 :EC 一 Bi(0) 使 得 


V(U n 0) = Bý (0) = {y € Bi(0);yn > 0), 
P(U n aQ) = 8Bt n {y; yn = 0). 
于 是 向 题 (10.1.9), (10.1.10) 在 局 部 UNO 上 便 化 成 
- D;(as an 0) Dd) = Fly, ô, Dü), ye Bt(0), (10.8.1) 


a, =0, 10.8.2 
“apt was =0} 0082) 


244 第 10 章 不 动 点 方法 


其 中 Ô = e alu) = u(0—1(y)). TRE z 空间 和 ? 空间 的 距离 是 等 价 的 . 


第 二 步 ” 切 向 导数 的 Holder 估计 . 
设 1<k<n. 可 以 证 明 Drt e Cte(B5T) 是 某 线性 方程 


—D,(aj (u. IND Drt) = divgly), y € Bf 
Ha. taa 


las (y A) pt 0 S< C, 加 oarto < C, 
Dri BB+ NN{y:yn=0} = 0, 
故 由 线性 方程 解 的 梯度 的 近 边 Hólder 估计 ， 可 得 
[xë] pro) <C, k=1,2,-.. m — 1. 


第 三 步 ”法 向 导数 的 H5lder 估计 ， 
由 第 二 步 的 结果 ， 我 们 有 


y f |D; a|2dy < CR, Yoc R š 1, 
itjc2n Bh 


2 
其 中 Dy = P=: 利用 方程 (10.8.1), 进而 得 


Í ñ lÖnnâl dy SOCR" ?+ VQ < R < 1. 
Bh 


因此 
J [Dni dy < CR, 0 < R < 1. 
Bh 


由 Morrey 定理 可 得 
[Anila gt < C. 


第 四 步 。 还 原 到 原始 坐标 ， 
还 原 到 z 坐标， 可 得 


[Dxzu],;una £C, k= 1.2... ,Nn. 


由 此 即 得 定理 的 结论 . 
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10.8.3 ”梯度 的 全 局 H5lder 估计 


结合 梯度 的 内 部 Halder 估计 和 宰 诬 的 近 边 Hilder 估计 ， 并 利用 有 限 开 覆 盖 
定理 ， 我 们 可 得 
定理 10.8.3 i ðN e C29, ue Che) 为 问题 (10.1.9),{10.1.10) 的 解 ， 则 


[Duezdlue < C, k= 1.2,.: n, 


其 中 C Tzk tü + T, M, Y, |flon, Julen 和 [Vulo:o. 


$10.9 更 一 般 的 拟 线性 方程 的 可 解 性 


前 面 我 们 研究 了 满足 结构 性 条 件 (10.1.3}~(10.1.8) 的 拟 线性 椭 贺 方程 (10.1.1) 
和 满足 结构 性 条 件 (10.1.17)~(10.1.20) 的 拟 线 性 抛物 方程 (10.1.15) 的 可 解 性 但 
是 ， 一 些 章 要 的 拟 线性 方程 并 不 满足 这 些 结构 性 条 件 ， 例 如 拟 线 性 椭圆 方程 


div({|[Vul? + 17 Vu} = 0 (10.9.1) 


和 拟 线 性 抛物 方程 

x — div((IVu|2 + 1/2-1Vu) = 0, (10.9.2) 
Jeri p > 1. 本 节 我 们 不 加 证 明 地 给 出 一 类 更 一 般 的 拟 线性 方程 的 可 解 性 . 

10.9.1 更 一 般 的 拟 线 性 椭圆 方程 的 可 解 性 


邯 处 如 下 的 拟 线 性 椭圆 方程 的 Dirichlet 问题 
— diva(rz,u, Vu) + b(z,u,Vu)= 0, ren, (10.9.3) 


uj = 9 f (10.9.4) 
其 中 a= (a1, a2, e. sân) 9 cR” 是 一 有 界 区 域 . 假定 alz, >, 7): b(z, z, n) 满足 如 下 
结 梅 条 件 ， 


MIDO + PDIP < ieg < A(IzD( + MPDE, (10.9.5) 
Ja; (z, z, 0| < g(z). (10.9.6) 
S + lal S alle + In"), (10.9.7) 
EA (10.9.8) 

| ri SH m a 
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—b(z, z, m)sgnz < bolin?! + h(z)), (10.9.9) 


其 中 € € R”, ij = 1,2,- `" n, p > 1, 和 (8), A(s) 是 [0, 十 oo) 上 的 正 连续 画 教 ， p(s) 
是 lu +co) 上 的 单调 递增 函数 ，9 < LO), q> D A E LO), p = — 2 bo 
是 正常 数 . 

方程 (10.9.1) 和 稍稍 一 般 的 方程 


—div(a(Vu) Vu) + c(z)u = f(z) (10.9.10) 
都 满足 上 述 结构 性 条 件 ， 其 中 am) = (n? + 1)” g, p > 1, fe) el) € Ce(Q) R. 


e(z) 2 0. 

定理 10.9.1 fO <o <s 1,006 C a g€ Cle beC, per. 又 设 
方程 (10.9.3) 满足 结构 性 条 件 (10.9.5) ~ (10.9.9). 则 问题 (10.9.3), (10.9.4) 存在 解 
u € Ce). 


10.9.2 ”更 一 般 的 拟 线性 抛物 方程 的 可 解 性 
考虑 如 下 的 拟 线性 抛物 方程 的 第 一 初 边 值 问题 


ðu 


rr diva(z,t, u, Vu) + b(z, t, u, Vu) = 0, (z,D € Qr, (10.9.11) 


= @, 10.9.1 
|, p (10.9.12) 


其 中 a= (ai apt , Qn) Qr = x (0,7), Q cR” 是 一 有 界 区 域 ， T > 0. 假定 
alz, t z,n), b(z,t,z,n) 满足 如 下 结构 条 件 ; 


MIEDO + P-B < 32266 < ADO + P, (10.9.13) 
—zb(z,#, z,0) < bi |z + to, (10.9.14) 

(e + leal) a +n) + S| < wiat, aDC + n, (10.9.15) 
|ü +b + ll < aeda + n, (10.9.16) 

S|- BEC + hl) < Veh DG + PH), (10.9.17) 


其 中 £ € R”, ij = 1, 2, m p > 1, A(s), A(8) 是 0, 十 oo) EEES, bi, b 
是 正常 数 ， jls) R [0, +00) EWAN RAS, T(r, p) 是 [0, +00) x [0, +0) 上 
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的 连续 基数 ， 县 满足 : 对 固定 的 P € [0, +oo), VC, np) 在 [0, +eo) 上 单调 递增 ， 当 
p — +o f T(r, p) 关于 + 局 部 一 致 收敛 于 0. 

方程 (10.9.2) 和 稍稍 一 般 的 方程 
= —div(a(Vu)Vu) + e(z, tju = f(z,t) 
都 满足 上 述 结构 性 条 件 ， 其 中 aln) 为 (10.9.10) PEHR, f(x t) clt) € 
Ceo 2Qr). 

ZH 10.9.2 JO <o <1, 8N € C2e a e Che beC, pe C taltat r) 
且 满 足 一 阶 相 容 性 条 件 


— diva{z, t p, Vy) + blz, t, p, Ve) =0, žre, t=0. 


又 设 方程 (10.9.11) 满足 结构 性 条 件 (10.9.13) ~ (10.9.17). 则 问题 (10.9.11), (10.9.12) 
存在 解 ue talaa (Ta). 
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压缩 半 群 方法 在 偏 微 分 方程 特别 是 发 展 方程 的 研究 中 有 着 重要 的 应 用 ， 本 党 
我 们 以 一 个 二 阶 执 线性 退化 抛物 方程 的 Cauchy 问题 为 例 介 绍 这 一 方法 . 


811.1 Banach 空间 上 的 压缩 半 群 
本 节 我 们 简要 地 介绍 Banach 空间 上 的 压缩 半 群 的 定义 和 指数 公式 ， 详 细 的 理 
论 与 证 明 读者 可 参看 文献 [12]. 
11.1.1 和 集 值 映射 与 耗 散 集 


定义 11.1.1 £ X # Y 为 两 个 线性 空间 , kH AA X #) Y wf kak r, 
结果 
AzcY, Wrex. 


我 们 可 以 把 X AY 的 集 值 映射 等 价 地 看 作 X 与 Y 的 乘积 空间 X x Y 的 一 
CFR. 如果 4 2 X #| Y 的 集 值 映 射 ， 则 
{zy € X x Y;z € X,y € Az) 


E X xY 的 一 个 子 集 ; 反之， 如 果 4C X xY, 则 我 们 可 以 定义 天 到 7 的 集 值 映 
射 4 为 
Az = (y € Y; (x,y) € A). 


Z Ac XxY, 定义 A 的 定义 域 为 
D(A) = {x € X; Az Z $), 


值 域 为 
R(A)= UJ AG), 


z€ D(.A) 


并 定义 AREK 
AT! = {(y,2); (z,u) € A). 


ik X, Y, Z 是 三 个 线性 空间 ， A.B C X xY, C C YY x2,XEe RR, 我 们 定义 
XA = ((z, ày); (z. u) € Ay, 


A+B= {{z, yr +o); (Zz,31) € A, (x, 42) € B}, 
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CA = {(x, z)i Ey € Y, EHe y) € A,{y, 2) € C}. 


以 下 我 们 设 X 是 一 个 实 的 Banach 空间 ， 其 对 偶 空 间 记 为 X* (. , > 表示 对 偶 
E, XA X 上 的 范 数 分 别 记 为 ‖ 四 和 ll ie 对 任意 的 x E x, 令 


F(z) = (z* € X*; (z, z") = |z]? = |z* l$}- 


由 Hahn-Banach 定理 可 知 F(z) Z 9. 
WN 11.1.2 iih F: X — X* # 3 X 的 对 偶 映 射 . 
EX 11.13 4 À cC X x KX. kr Shft 5 myh (Eny) € A, MAA 
f € F(zi — zo), 使 得 
(yı — y2, f) < 0, 


则 称 À 2364805. 如果 A 还 满足 
R(I — A) = X, 


其 中 了 表示 X 上 的 单位 瑞 射 ， 则 称 A 为 rm 4648645. 
命题 11.1.1 € AC X x X, W| À ARG, 35 HE f 3 5 4£ 365 y), 
(Z2, 2) € A, 都 有 


lz — zall < {£1 — z2) — Aty — yall, YA > 0. 


11.1.2 kř 
EN 11.1.4 设 C 是 区 的 一 个 闭 子 集 ， Rikt S: [0 tox 
(i) S(t + s)z = S(t)S(s)z, Vz € C, t,s 20; 
(ü) S(0)z =r, Vz e C; 
(üi) 对 位 意 的 z€ C, S(t)z ë [0, +00) 上 是 连续 的 ; 
(iv) |8(0z— S(t)wu|l < |z — yl, Yt > O, z.y € C. 
nik S COLHER, 


11.1.3 ”指数 公式 


指数 公式 t X 是 一 个 实 的 Banach Z šJ, À C X x X 是 耗 散 的 ， 且 对 充分 
小 前 入 >>0, 有 
D(A} c R(T — XA). 


则 对 任意 的 z e D(A), 极限 


Sz = lim, (z ~ AA} EA- e, Wz0 
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Äh, LERIA [0, 十 00) 上 关于 记 是 局 部 一 致 的 ， 其 中 [] 是 取 整 数 的 函数 ， 即 
[Ü]=k, %#k<t<k+ Bj, 


这 里 关 是 整数 .此 外 ， S) 是 D(A) 上 的 压缩 半 群 . 


811.2 二 阶 拟 线性 退化 抛物 方程 的 Cauchy 问题 


作为 压缩 半 群 方法 的 应 用 之 一 例 ， 我 们 考虑 如 下 的 二 阶 拟 线性 方程 的 Cauchy 
问题 

ðu _ Ə2@(u) 

a ðr ' 

u(x, 0) = uo(z), ze. (11.2.2) 


(z,t) € R x R+, (11.2.1) 


其 中 B(s} € CR), ë(0) = 0, @”(s) 2 0, B # {s € R; P (s) =0) 不 含有 内 点 . 由 
于 这 里 要 求 @'(s) > 0, 但 允许 D (s) 有 零点 ， 故 方程 (11.2.1) 是 一 退化 抛物 方程 ， 


11.2.1 ARBEL 


EX 11.2.1 fue LL O (R x Rt) 为 Cauchy 问题 (11.2.1), (11.2.2) 65 85 9, 
如 果 D(u) € Li O (R x R+), 且 对 任意 的 p € C$ (R x Rt) # h e C0° (R), 有 


J 


ess Jim, Í w(z.Dh(z)4z = 人 watchlcjan 


11.2.2 ” 弦 解 的 存在 性 


下 面 我 们 利用 压缩 半 群 理论 证 明 Cauchy 向 题 (11.2.1), (11.2.2) 弱 解 的 存在 性 ， 
记 D(A0) = (u € L! (R); (u) € W2(R)). 由 


ELAT 
As : D(Ao) 一 I (R). 
AT Ao 的 闭 包 记 为 A. 


命题 11.2.1 AF Ao, 从 而 算 子 ARARA. 
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证 明 ṣu, u € D(Ao), v = Aou, t2 = Aou. 为 证 算 子 Ao 是 耗 散 的 ， 根 据 
命题 11.1.1, 只 须 证 明 
J(ui,u2) = Í 8Sgnfa1 — uz) — u2)dz < 0. (11.2.3) 
R 
这 是 因为 ， 假 如 这 一 不 等 式 得 到 了 证 明 ， 则 对 任意 的 入 > 0, 有 
lu: — ualim 
= f sentu — ug) (ur — wa)dr 
< f sgn(u — u2)(ui — Wa)dr 
R 
-Au -四 人 一 oa 
及 
= f sentu — ugy (u1 — ug) 一 和 (oa — va) )dz 
< f lt — ua) = Mo — m)ldz 
=||(u1 一 #2) 一 AU — va)llz1m)- 


为 证 式 (11.2.3), 我 们 首先 令 z= u 一 u, 而 将 J(u, ua) 化 成 


J(u, ua) = a ian 
其 中 ， 
a(z) = f (vu + (1 — c)us)do. 
D 
然后 考虑 
JelW, uz) 一 J aa) Ra, 


其 中 H,(az) 是 sgnz 的 光滑 通 近 ， 其 定义 如 下 
H.(8) = f “ heltjdt, 
0 


h. (8) = | 2 (1-), lal < €, 
0, 


js] 2 z. 
易 见 
hels) 20, [B,(g <1, lim He(s) = sgn(8). 
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再 注意 到 由 假设 可 知 D) 是 严 格 单调 递增 的 ， 故 当 z 关 0, 即 贡 关 如 时 az 5 z 
AE, Bf sen(az) = sgnz. 因此 我 们 有 


dm Je(W1, 2) = J (1, uo). 


经 分 部 积分 ， 注 意 到 


d(az) dE(u) _ d®(u2) 


Hda) TE = pecaz) (FE - BU) e pa), 


可 得 
天 (aita) = - f hetaz) (42) a < ü. 


令 e — 0t 取 极 限 即 得 式 (11.2.3). 
为 了 应 用 压缩 半 群 理论 ， 还 要 证 明 对 充分 小 的 入 > 0, 有 


DAY c RU — XA). 
事实 上 ， 我 们 可 以 证 明 
R(T — àA) = L '(R), VA >O. 
为 此 ， 又 只 须 证 明 
LR) n LSS(R) c R(I — Ao), VA > 0. (11.2.4) 
这 是 因为 由 式 (11.2.4) 可 推出 


L1(R) =Li(R) NIT(R c RU — Ado} 
CR(I— XA) c R(I — AA). 


而 证 明 式 (11.2.4), 就 是 证 明 : IHE À> 0 go 8 LR) NA LS(R), ATHE 
u — Apu = v 


AR, MFE uc D(A0), E u — X4ou =v. - 
命题 11.2.2 ai X> 0 fve LR) NL”, pA- 05 y k u € 
D(Ao), 使 得 型 一 AAou = v, A 


lelem & leize, Hulla) < lekea (11.2.5) 
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证 明 设 o, € CP (R), suppu, C (—n,n), lunile < leles BL. u, 在 
LR) PRAF v. 考虑 正则 化 问题 
_ x En(un) =u z€ (nn) (11.2.6) 
ua (n) = u, (—n) = 0, (11.2.7) 
其 中 和 (es) = D0) + a， 根 据 椭圆 方程 的 理论 ， 这 一 问题 存在 古典 解 w < 
C2(—n,n)n C([—=n,n]). 以 下 我 们 对 wn 做 必要 的 估计 . 
首先 ， 由 极 值 原理 易 见 


Nn | Loc an) < EATERS < lolze. (11.2.8} 


其 次 ,在 方程 (11.2.6) 两 端 同 乘 以 Hellun) 并 在 [nn] 上 积分 ， 经 分 部 积分 ， 
并 利用 式 (11.2.7), 我 们 有 


F un H,(ua)dz 
=A 广 Palin) y, {un)dr + T vn H.(u,)dz 


= f Èl {un )}he (ua) (22) ‘ant {wmHeln)d 


< f [onldz, 


其 中 H, 和 he 是 命题 11.2.1 的 证 明 中 定义 的 图 数 . < e 一 0+, 注意 到 o, 在 L (R) 
HERAF v, 可 得 


unlle nn) < lo. n,n) < C, (11.2.9) 


其 中 CEH n AIH 6 28. 
再 次 ,在 方程 (11.2.6) MARA Dalin) 并 在 [nn] 上 积分 ， 经 分 部 积分 ， 
并 利用 式 (11.2.7), 同时 注意 到 @,, (0) = 0, 进而 可 得 


IRSA a+) f (Fain) w) dz 


= T aba (ua)dz 


< llun |l H-n} ` EACH) Ee (nny: 


由 于 @, (0) = 0, (8) > 0, 故 f "a ea (ua)dz > 0. 因此 


n dr 
af (=) dr < [va Lic_n,n) hEn (Coin) | Lo (n,n): 
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利用 式 (11.2.8), 并 注意 到 $ e CR) 和 on 在 LUR) PERF v, 可 知 上 式 右 端 是 
有 界 的 ， 故 


r D <C), (11.2.10) 


T 


H CO) 是 一 个 仅 依赖 于 和 而 与 % 无 关 的 常数 ， 

HAR (11.2.8), 式 (11.2.9), 式 (11.2.10) 和 对 角 线 方法 ， 易 见 存 在 {un} HTA 
{fun} 和 函数 u E LL (R) LOR), w € L1(R)N Lm(R) n HR), 使 得 对 任何 1 > 0, 
# 


ün, >u 于 五 (一 2 有， (11.2.11) 
Bu (un) >w FD, (11.2.12) 
dBn, (Uns) a dw P-P 
Ta a TOA. 


由 式 (11.2.12) 40, {un} 存在 子 列 ， 不 妨 设 就 是 {un,}, 使 得 


Bn, (Un) >w ae. FR, 


Pun) >w ae. FR. 


从 而 
un, > 67100) ae. TRE. 


与 式 (11.2.11) KAE v = @—1 (0), BD 
w = (u). 
对 任意 的 p e Cp (R), 1 i= sup[|z|;z € R, p(z) #0}. 由 于 tn 是 问题 
| Ung 一 MS ta) = Uny ZE 【一 mx nk), 
Unk (nk) = ünk (—nk) = 0 
的 古典 解 ， 故 当 n. > 1 hF, A 
f mdz- x f Bl gdz = f meas. 


$ k — co, 得 


ea - f tds = Í ved, Ve € CP (R). (11.2.13) 
R R R 
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这 表明 u 是 方程 


WBa. hz (11.2.13) 知 


Plu) uy 1 
q 7 X €L (B), 


Eau) 490) 


而 (u) e LR) # e LR) 又 包含 € L! (R), @& u € D({Ao), H. 
u — Aou = v. 


不 等 式 (11.2.5) 由 式 (11.2.8) 和 式 {11.2.9) 即 可 推出 . 
下 面 我 们 证 明 惟一 性 .实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 ; i vuv € IHR) mn L”(R), 
u, uo € D(A0), 满足 


u 一 AM40U = uo — À Aou2 = v, 


则 


fw 一 好 < lv — olla (y. 
为 此 ， 将 s 和 wz 所 满足 的 算 子 方程 相 减 ， 得 
(ur — ua) — Alour — Aowa) = (t — v2). 
在 上 式 两 端 同 乘 以 sgn(ui — u), 然后 在 R 上 积分 ， 得 
f sgn(ui — uə)(u1 — ua)dz 
-A f sgn(ul — uz)( Anu, — Aouo)dz 


= f stu — Yo) (vy — u2)dz. 


由 命题 1.2.1 的 证 明知 ， /sgn(w — a) (Aou — Anua) < 0. 故 


ur — uall & hu — velle). 


定理 11.2.1 HF 4 生成 (R) 上 的 一 个 压缩 半 群 S, 如 果 ve LRA 
LS (R), UHE +> 0, 有 Stw € LR) LSS(R), R. 


Swi < oli, lelem < lolze Yt > 0. (11.2.14) 
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证 明 由 算 子 4o 的 定义 可 知 ， D(Ao) = LR), 从 而 D(A) = LR). 于 是 ， 
由 命题 11.2.1, 命题 11.2.2 和 指数 公式 可 知 ， 对 任意 的 ve LHR), 在 LI (R) 中 极限 


S(tjv= lim (I—AXA) É/01-1, Yt>0 
A—0+ 


存在 ， 且 上 述 极限 在 [0, +eo) 上 关于 t 是 局 部 一 致 的 . 此 外 ， S 是 LR) 上 的 
压缩 半 群 . 
设 ve L1(R)r LSS(R), £ 2 0. 由 命题 11.2.2, 可 得 


(I — AAJ NT v= (I-— Ag) TÉ: v. 
反复 利用 命题 11.2.2 中 的 不 等 式 ， 可 知 对 任意 的 和 > 0, 有 


|- aay- 中 < llullay, 


lu — XA) TĦ- < llvllz=m)- 


liw 
令 入 一 0+, 即 得 式 (11.2.14). 
定理 11.2.2 ik uo £ Il(R)rñ LSS(R), A ult, t) = S(t)uo(z) 为 Cauchy 问题 
(11.2.1), (11.2.2) 65 88 84. 
证 明 记 
uale, t) = (E — XA) WANT! wo(z) 
=(I— Ag) EA- (z), A> 0. 
由 定理 11.2.1 HERATA, u 在 LR x R+) 中 局 部 一 致 收 敏 于 u, 且 对 任意 的 
t20, 有 
let dli < lolz aC, illem < luola, 
luat Dll S lolle Huat bro < izol e-r- 
由 于 更 (s] 是 光滑 的 ， 而 u 又 一 致 有 界 ， 故 b(u,) 在 LR x R+) HARA 
+ (u). 
由 命题 11.2.2 和 ux 的 定义 可 知 ， 对 任意 的 二 > 0, utt) € D(Ao). E. 
uaz, t) — ÀAsux(z, t) = (I — AA) WY uola) 
=u,[z, t-A) Ü< À <t, 


即 对 任意 的 t>0 和 0<A<t 有 


uale, t) — ux(z,t — À) _ OE (us (z,D) 
À Or2 
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设 p(z,t) € CPR x R+). LARMA p, 然后 在 R x R+ 上 积分 ， 经 分 部 积 
分 ， 得 


i// p CAD — ux (n, t — Aole, bdrdt 
= Ppl, t) 
-ff {u(x t)) = dzdt. 


由 于 ylz, t) € CP (R) x R+), 故 当 入 >0 充 分 小 时 ， 有 suppw € R x [À, +00), 这 时 有 


f f ux (z, — Metz, Ddzdt 
ExR+ 
= Jf ux(z,t)e(z,t + A)dzdt. 
RxR+ f 
因此 ， 当 和 > 0 充分 小 时 ， 有 
I ualr, t) emi phe + i) plet +) dzdt 


=/f @(ux (rz, t)) Pel: L25229 
RxR 
令 和 一 0+, 得 


-ff PPE) dodt = ff Plu t)) Pola, t) dxdt, 


f/f CELO TẸ) dedi =o, vy € CP (R x RH). 
RxR+ 


又 由 于 u{T, t) 一 S(t)uo(z) € C(|0, 十 oo)， L! (R)), ulz, 0) = ulz), 故 


Bp 


lim, f u(z,t)h(z)dz = f uo(z)h(z)dz, Yh € CP(R). 


这 就 说 明了 u 是 Cauchy 问题 (11.2.1), (11.2.2) 的 弱 解 . 
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拓扑 度 的 概念 首先 由 L. E. J. Brouwer 对 有 限 维 空间 中 的 连续 映射 建立 . 之 
后 ， J. Leray 和 J. Schauder 将 这 一 概念 推广 到 Banach 空间 中 的 紧 连 续 场 ， 使 拓 
扑 度 理论 形成 了 比较 完整 的 体系 ， 并 且 在 偏 微分 方程 和 积分 方程 的 研究 中 获得 了 
广泛 的 应 用 。 本 章 我 们 以 具 强 非 线 住 源 的 热 方程 为 例 介绍 拓扑 度 方法 . 


812.1 # 扑 FE 


拓扑 度 是 一 个 与 喘 射 和 多 域 介 有 关 的 整 什 通 数 ， 它 表示 f 在 ?内 的 零点 的 
菜 种 “代数 个 数 ”, 并 日 这 个 “代数 个 数 ” 丰 有 一 些 基本 性 上 质 , 像 区 域 可 加 性 , Fe 
不 变性 以 及 当 这 个 “代数 个 数 ”不 为 零 时 ， 了 在 名 内 必 有 零点 等 ， 本 节 我 们 简要 
地 介绍 拓扑 度 的 定义 和 基本 性 质 ， 详 细 的 理论 与 证 明 读者 可 参看 文献 [14]. 


12.1.1 C? RHAI Brouwer I£ 


ERAR 中 的 开 集 ， € CL1(Q,R"). 则 对 每 一 个 ze Q, fE z 处 的 Frechet 
FATF f(z) : R" — pn 是 一 线性 算 子 ， 且 


其 中 f =(Añ.fə,::  , fa). 

EL 12.1.1 #* re 3 FHES, wÈ Erechet FAT Jr) 2848; K 
之 ， 称 工 为 了 的 临界 点 A yc R 为 了 的 临界 值 ， 如 果 存 在 乒 的 临界 点 z € Q 
使 得 f(x) =u; 反之 ， 称 1 为 了 的 正则 值 ， 

定理 12.1.1 ANAR 中 的 开 集 ， 了 了 ECO,RR"), R| f 66 6 34k £ ë R" 
中 的 Lebesgue 测度 为 0. 

EN 12.1.2 AQAR Pé A YA, f< ?i,R"), pe R f(O). 4 
下 述 方 式 定义 映射 了 在 内 中 关于 了 点 的 Brouwer 度 deg(f,2, p): 

žá px f HEN, $ 

deg(f,Q.p)= JO sgnJy(m). 
ze f—v(p) 

其 中 Jy(z) 表示 二 在 工 处 的 Frechet FHF f(s) 的 行列 式 ， 

当 尹 是 了 的 临界 值 时 ， 取 了 的 正则 值 pl, 它 满足 lp -pil < dist(p, 了 (B89)), 并 
入 

deg(f, 9, p) = deg(f, z, p1), 
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TURLE p 的 选择 无 关 ， 
12.1.2 ”连续 函数 的 Brouwer Æ 


EX 12.1.3 设 旨 为 区 * PF06643 EA, fec R”), pe RHN). K 
f e CR, R”), 使 得 


sup fu) 一 万 人) < dist(p, f (89). 
XX f AQ XT p 505 Brouwer 度 为 
deg(7, Q, p) = deg{ fi, Q, p), 
可 以 证 明 上 述 定 义 与 f, 的 选择 无 关 . 
12.1.3 Brouwer 度 的 基本 性 质 
定理 12.1.2 EO AR 中 的 有 界 开 全 ， /EC R")， p € RAJA. 
Brouwer Æ deg( f, p) 具有 如 下 性 质 : 
(i) (规范 性 ) 
l, pew, 
deglid, Q, p) = 
0. pgQ, 
fF id 表 恒 等 映射 ， 
(让 (区域 可 加 性 ) 3 Qh, fz 为 旨 中 的 两 个 不 相交 的 开 子 集 , B. p g SAMY 
NR2)), 则 
deg( f, Q, p) = deg( f, Qi, p) + deg(f, Na, p); 
(üi) ( B£ f Ek ) 4 H : Q x [0,1] — R 连续 ， 记 hlr) = H(z,t). HE 
p: [0,1] — R” 连续 ， 且 当 te [0.1] FF, pit) Z hên). W[ deg(h,,1.p(t)) 5 ¿L £ 
<. 
根据 这 三 条 基本 性 质 ， 可 弛 中 出 关于 度数 的 许多 重要 性 质 , 例如 我 们 可 以 得 到 
下 面 的 定理 . 
定理 12.1.3 (Kronecker 存在 性 定理 ) 设 介 为 也 * 中转 有 界 开 集 , 了 € CMR) 
p ERAJN). 38 p Zé f(Q) 时 ， deg(f, 人 0.p) = 0. Ka, # deg(f,Q.p) Z 0, ñj 
# f(z)= p 在 人 0 内 必 有 和 解 存在 . 
12.1.4 Leray-Schauder BE 


由 于 分 析 中 所 考虑 的 许多 问题 都 是 在 无 限 维 空间 中 进行 的 , 因此 ， 人 们 自然 希 
望 将 Brouwer 度 推 广 到 无 限 维 空间 .但 由 于 无 限 维 空间 中 的 单位 球 缺 乏 紧 性 ， 所 
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以 不 可 能 在 无 限 维 空间 中 对 一 般 的 连续 映射 建立 度数 . Leray 和 Schauder 从 偏 微 
分 方程 和 积分 方程 的 研究 中 ， 抽 象 出 一 类 很 重要 的 映射 ， 即 伍 等 映射 经 全 连续 摄 
动 (又 称 紧 连 续 场 ), 并 利用 有 限 维 通 近 的 方法 ， 对 这 类 映射 建立 了 Leray-Schauder 
度 ， 从 而 使 拓扑 度 理论 形成 了 比较 完整 的 体系 , 并 旦 在 偏 微分 方程 和 积分 方程 的 研 
究 中 获得 了 广泛 的 应 用 ， 

定义 12.1.4 Ü X, Y 2k tik h), D c X, fb $ F : D — Y AEk 
H, FADER SkA Y 中 的 相对 紧 业 F(S), 0 F(S) 是 了 的 
WAR. 进一步， 如果 映射 下 还 是 连续 的 ， 则 称 F 为 紧 连 续 映 射 ， 或 全 连续 映射 ， 

定理 12.1.4 i X, V 为 线性 岐 范 空间 ， M ÆX PHARE, 映射 下 : 
M — Y R, W| P 是 会 连 续 映 射 的 必要 条 件 为 对 任何 < > 0, 存在 值 城 为 有 限 维 
的 有 界 连 续 映 射 F. : M — Y, 使 得 


sup ||F(z) 一 Fn(D) < z, 
r€ M 


其 中 Y, C Y 是 有 限 维 子 空间 ， 进 一 步 ， 当 站 完备 时 ， 上 述 条 件 还 是 充分 的 . 
EN 12.1.5 j X Ji tiki yj D cC X joXmIk h F: D — X 是 全 
连续 映射 ， 则 称 f = 庆 一 已 为 五 上 的 全 连续 场 ， 或 紧 连 续 场 ， 
设 X 为 实 线性 赋 范 空间 ， 9 为 XPA, F:I 一 于 为 全 连续 映 
射 ，f= 记 一 下 为 全 连续 场 ，p€ XAJ(09). 由 定理 12.1.4, 存在 X 的 有 限 维 子 空 
间 Xn, p, € Xn 以 及 有 界 的 连续 映射 F. : Ü — Xn 满足 


lp — p..| + sup IIF(z) — F,(z)|| < dist(p, f(60)). 


记 ü, = X, n @, fale) = x — Fan(s). W| f, € COn, Xn) pa € X, Va (99,.), 因此 
Brouwer 度 deg( fn, Qn, p.) 有 音义. 
EM 12.1.6 定义 全 连续 场 k Q L 3 T p 5.65 Leray-Schauder 度 为 


deg(f, Q, Dj = deg( fn, Rn, Pn), 
可 以 证 明 上 述 定 义 与 Xn, pn 和 Fn 的 选择 无 关 . 
12.1.5 Leray-Schauder 度 的 基本 性 质 


由 于 Leray-Schauder 度 是 利用 Brouwer 谋 来 扣 近 的 ， 因 此 ， 它 基本 上 保持 了 
Brouwer 度 所 具有 的 性 质 . 
定理 12.1.5 。 设 介 是 实 钱 性 同 范 空间 X PHARE, J=id- F 3 Q 上 
的 全 连续 场 ， PE XV (69). Leray-Schauder 度 deg(f, 1, p) 具有 如 下 性 质 ; 
(i) (规范 性 ) 
1, n € Q, 
deg(id, Q, p) = I _ 
0, pg; 
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(ü) ( 区 域 可 加 性 ) 关 M, fa 为 人 2 中 的 两 个 不 相交 的 开 子 集 , E p Z ATI U 

Q2)), a - 
deg(f, Q, p) = deg(f, M, p) + deg( f, Na, p); 

(ii) ( 紧 向 伦 不 变性 ) 设 H: x 10,1 X 紧 连 续 ， 记 h(s) =s- H(z,t). 再 
设 p:[0,1] — X 4, Bä te[0,1] it, pit) Z h,(089). W) degim Q.p(0)) 5 1 #, 
£. 

定理 12.1.6 (Kronecker 存在 性 定理 】 设 风 是 实 线 性 县 范 空间 X 中 的 有 
AFR, f = 这 一 已 是 而 上 的 全 连续 场 ， PEe XU(09). Š p 4 KG) 时， 
deg(f, tt p) =0. 因此， 车 deg(f, Q, p) £ 0, 则 方程 F(z) =p 在 介 内 存在 解 . 
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作为 拓扑 度 方 法 的 应 用 之 一 例 ， 我 们 考虑 具 强 非 线性 源 的 热 方程 


PAu = ur, (mi) EQr (12.2.1) 


的 第 一 初 边 值 问题 ， 初 边 值 条 件 为 
u(z.t) = p, (r,i) £ pQr, (12.2.2) 


EF p > 1, Qr = Q x {0,T), Q C 有 R" 是 一 边界 具有 C?= 光滑 性 的 有 界 区 域 ， 
T > 0. 

当 方 程 (12.2.1) HANA- 1 Wak Sra 53SBU RK fet) 时 ， 我 们 得 到 的 就 是 
非 齐 次 热 方程 


S —Au= f, (x,t) € Qr. (12.2.3) 


由 非 齐 次 热 方程 的 古典 解 理 论 可 知 ， 当 fiz, t) E C=e/2(Q;), p € C2+=1+e/2(Q..) 
时 ， 第 一 初 边 值 何 题 (12.2.3), (12.2.2) 存在 惟一 解 u e C2+%ita/2(@7), 日 


lularaito/s@r S< Co (lflaarsQr + Plare,lre/a;Qr); (12.2.4) 


其 中 Co 仅 依赖 于 n, Q 和 T. 我 们 的 目标 是 在 一 定 条 件 下 也 得 到 第 一 初 边 值 问 题 
(12.2.1), (12.2.2) 的 C2+e1+e/2 Gr) 解 的 存在 性 . 下 面 我 们 利用 拓扑 度 方法 来 实现 
这 一 目标 . 

说 pE Cta ta? (p). TALMA} 


F : CHA Gr) x [0,1] >01 (Q) 


(F, 0) u, 
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其 中 4 是 第 一 初 进 值 何 题 
= Au = of, (z.t) € Qr, 
uT, t) = 9, (z, t) € DT 


的 tata) e FARINE FERES. 
引 理 12.2.1 映射 下 是 紧 的, 
证 明 12 {fe} c O Gr) oe} [0,11, 且 存在 常数 >0. 使 得 


A a < M. Vk > 1. 


lÚ ue = F (fk ze), BE ur EBA lal gi 


2 一 Auk = Gk fks (z,t) E€ Qr, 
AE t) = 9, (z,t) € WT 


的 telte r) 解 ， 由 非 齐 次 热 方程 的 古典 解 理论 ， 我 们 有 
[ilara 1ta/29r < Oo (lek fx|o.a QT +|plprarreyaory， 


其 中 Co 为 式 (12.2.4) 中 的 常数 , 这 表明 {ur} 在 tite g 中 一 致 有 界 ， 
从 而 ua E CAG) PEEKAA FI. Ae, Wir F 是 紧 的 ， 
引 理 12.2.2 ski F 4h. 
证 明 it {fe} c Oer), [o E. c 0,1, f € Cer) c € [0,1], 
Jin = fa,as2:Qr =. dim gk = 0. 


W uk = F(fa ok), u = F(f.o). B$ F 的 定义 可知 wx 一 4 是 第 一 初 达 值 问题 
= — Aw = kjk 一 af. (z. [$] € QT, 
wiz it}=0, (z, € Wr 

的 teita Oa) 解 ， 由 非 齐 次 热 方 程 的 古典 解 理论 ， 我 们 有 


juk 一 ul24a,1+0/23Qr 
SColorfe — oF lo,ar2:0r 
<Co (og [fr — feos2ar + lox — o|: flear) 
<Co (lfr — fla.emiqr + lo ~ o| lfloor) - 
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其 中 Co HA (12.2.4) 中 的 常数 ， 因 此 
Bm [ux 一 u|o+e 1 +a /2:Q+ = 0, 
更 有 
Jim [uk — u|sa o> = 9, 


即 映射 下 是 连续 的 . 
由 引 理 12.2.1 和 引 理 12.2.2 知 映射 五 是 全 连续 的 ， 
定理 12.2.1 i y e C?2t=1+e/2(Q,), B 


1 — 
[#|2ro ira zar < j+ 1)Co) 0 P), 


其 中 Co 为 式 (122.4) 中 的 常数 ， 则 第 一 初 边 值 问题 (12.2.1), (12.2.2) 至 少 存在 一 
个 C2+e1+e72/(Q.) 解 . 
证 明 2 名 (wv) = jP, 由 于 映射 F 是 全 连续 的 ， 又 p > 1, 易 见 映射 


F(§(),) : C%e/2(Q;) x 加 各 一 Co (9Gr) 


也 是 全 连续 的 . 
根据 非 齐 热 方程 的 古典 解 理 论 , 在 Cte Qr) 中 解 第 一 初 边 值 问题 (12.2.1). 
(12.2.2), 等 价 于 在 CLr) 中 解 方程 


u — F(@(u), 1) = 0. (12.2.5) 


为 证 式 (12.2.5) 在 C (Q+) 中 有 解 , 我 们 应 用 Leray-Schauder 拓扑 度 理 论 ， 
首先 适当 选取 R > 0, 使 得 


0 Z üd — F((-),o)) (Br(0)), Yo € [0.1], (12.2.6) 


其 中 Bg(0) 为 Cee/2Gr) 中 以 0 为 球 心 R 为 半径 的 球 . 
假如 式 (12.2.6) 成 立 , 则 按 定理 12.1.6, 为 证 式 (12.2.5) Æ CA Qr) FER, 
只 须 证 明 
degfid 一 F(@(:), 1), Bn(0),0) Z 0. (12.2.7) 


又 若 式 (12.2.60) 成 立 ， 则 由 定理 12.1.5 (i), 有 
deglid — F(ë(-),1), Br(0),0) = deg(id 一 P(@(.),0), Br(0),0). 
按 映 射 F 的 定义 可 知 
F(3(-),0) : 0% Qr) 一 Co (Q) 
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是 一 常 值 映 射 ， 即 
F(u) 0) =å, Yo E02O7), 
其 中 名 是 第 一 初 边 值 问题 
S —AG=0, (z, € Qr, (12.2.8) 
@(z. t) =p, (z,t) € Ə,Qz (12.2.9) 


的 C2+oc1+a72{ 人 7) 解 . 
考虑 带 参数 o € [0,1] 的 映射 


Gv,0) =v — cü. 


假如 
0Z G(ƏBa(0),o), vo e [0,1], (12.2.10) 


则 将 定理 12.1.5 Gi) 用 于 Giv, o) 便 得 
deg(id ~ F(8(-), 0), Br(0), 0) = deg(id, Br(0),0) = 1. 


从 而 式 (12.2.7) È. 
总 之 ， 假 如 R > 0 能 选 得 使 式 (12.2.6) MA (12.2.10) 成 立 ， 则 定理 的 结论 就 
得 到 了 证 明 . | 
下 面 证 明 。 若 取 
R= (2(p + 100) 0), 


其 中 Co 为 式 (12.2.4) 中 的 常数 ， 则 式 (12.2.6) 和 式 (12.2.10) 都 满足 .至 于 怎么 想 
到 选 这 样 的 ,自然 屋 通过 估算 摸索 出 来 的 . 

i v € BBr(0), 即 ve Cr) E. lolazor = R. 对 任意 的 c < [0,1], 由 
非 齐 次 热 方程 的 古典 解 理 论 ， 我 们 有 


[F(*(%), P )\l2+a,140/3Qr 
<Co (loB(0)|a,a/2@r + jel+a,1+a/2;Qa) 
<Co (Kela a a;Qr + leo|o+a,1roe/2iQr ) ` 


{hwl ie, ea 
=v Plog + Klele a /2;o> 
<l q. + pleo, [2]. /2;Q> 
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<Rr +pRP-1R 


1 
=(p+1)R? = 30 


1 1 
[Z ə+a +a /2;.Qz < Pre + 1)C tt p) 一 seo tt: 


故 
| 到 (更 (oo]|z+aa+Haj2iGr < R. 
更 有 
IF(®(v), laaa0Qr < R. Vu € ƏBna(0), o € |0, 11. 
因此 


F(@(o).c) Z, Vu € dBr(O),o € [0.1]. 
这 表明 式 (12.2.6) 成 立 . 
又 五 作为 问题 (12.2.8), (12.2.9) 的 C2+ent+e/2(Gr) 解 ， 它 满足 


ñ ` R 
lëka2;Qr < läl24a,1+0/2:Qr < Coly|ə+a= +a /2;Qa < z’ 


故 由 Givo) 的 定义 可 知 式 (12.2.10) 成 立 . 
至 此 ， 定 理 得 到 了 完全 的 证 明 . 


(Si 
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